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计算机辅助拓扑设计 

——持续同调在几何设计和处理中的应用综述 

董哲同 1,2， 蔺宏伟 1,2 

(1. 浙江大学数学科学学院，浙江 杭州 310027； 

2. 浙江大学 CAD&CG 国家重点实验室，浙江 杭州 310058) 

摘 要：持续同调(Persistent homology)是一种计算不同尺度拓扑特征的有效方法。它从一簇向后包含的

单纯复形序列中提取出拓扑特征的出现和消失时刻，并使用拓扑特征的“生命周期”来量化地衡量该特征的几

何尺度和重要程度。拓扑特征的提取和应用在几何设计中扮演着重要角色，这催生出了一些基于持续同调的几

何设计研究。本文从持续同调特征的提取与基于持续同调的建模和优化两方面进行综述。在持续同调特征的提

取方面，介绍了从点云和三角网格数据中提取拓扑特征的不同方法，总结了拓扑特征在部分几何设计问题中的

应用路径。在建模和优化方面，综述了基于拓扑变换的单纯复形重建方法、拓扑可感知的曲面重建方法与基于

持续同调的拓扑去噪和优化方法。 

关 键 词：持续同调；拓扑特征提取；形状重建；去噪与优化；几何设计；拓扑设计 
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Computer aided topological design 
——Survey on Geometric Design and Processing Based on Persistent Homology 

 

DONG Zhe-tong1,2, LIN Hong-wei1,2 

(1. School of Mathematical Sciences, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China; 

2. State Key Lab. of CAD&CG, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310058, China) 

Abstract: Persistent homology is an effective method to compute topological features with different scales. It captures 

the birth and death time from a nested sequence of simplicial complexes, and uses the life span of a topological feature 

to measure its geometric scale and significance. The extraction and application of topological features play an important 

role on geometric design, and therefore it has spawned some studies on geometric design based on persistent homology. 

In this paper, we introduce the application studies in two aspects, i.e., the feature extraction of persis tent homology and 

the persistent-homology-based modeling and optimization. In the feature extraction of persistent homology, we 

introduce various methods on topological feature extraction from point clouds and triangular meshes, respectively. 

Meanwhile, the pipeline of applying topological features on some geometric design problems is summarized. In the 

persistent-homology-based modeling and optimization, we review the simplicial complex reconstruction methods based 

on topology transform, topology-aware surface reconstruction methods, and topological denoising and optimization 

based on persistent homology. 
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1 绪论 

持续同调以计算几何和代数拓扑为主要数学

工具，从一簇向后包含的单纯复形序列中计算各维

同调等价类出现和消失的时刻，并将出现-消失点

对作为复形序列拓扑特征。持续同调的提出和发展

可以追溯到20世纪90年代。“持续性”(Persistence)的

概念独立地出现在了几乎处于同一时期的三组研

究项目中，即学者Frosini，Ferri及其合作者的工作，

学者Robins的博士论文和学者EDELSBRUNNER的

项 目 [1] 。 2000 年 ， 美 国 Duke 大 学 的 学 者

EDELSBRUNNER等[2]系统地提出了持续同调的定

义和算法，此后持续同调理论和计算方面的研究不

断涌现，例如文献[3-4]分别给出了持续同调和多维

度持续同调的理论和计算方法。2009年，学者

CARLSSON[5]的奠基性工作使得拓扑数据分析

(Topological data analysis)作为新兴的研究领域得以

诞生。值得一提的是，持续同调与Morse理论有着紧

密的联系，例如持续性可以用于简化Morse-Smale复

形的拓扑结构[6]，Morse理论也可加速持续同调的计

算[7]。持续同调可用于从采样点云推断采样流形可

能的拓扑结构，从定义在单纯复形上的一类标量函

数导出的单纯复形序列中提取各维度的拓扑特征。

该方法能定量地反映拓扑特征的几何尺度，区分重

要拓扑特征和噪声特征，对输入数据中的微小噪声

和扰动不敏感。基于以上优点，持续同调在解决分

子结构分析[8]、脑与神经科学[9]、医学图像处理[10]

等领域的一些科学问题上获得了成功的应用。 

计算机辅助几何设计是一门由微分几何、数值

计算等数学分支与计算机交叉而产生的学科，主要

以三维物体表示、建模、处理、分析和模拟为研究

重点。从20世纪70年代以来，自由曲线曲面的表示、

设计、显示、分析和处理等是计算机辅助几何设计

的主要研究对象和内容[11]，在这些方面取得的丰富

研究成果，为三维建模软件的开发应用建立了理论

基础。然而，由于缺乏有效的计算工具，在几何设

计和处理中出现的一些拓扑问题，无法得到有效的

系 统 解 决 方 法 。 随 着 以 持 续 同 调 (Persistent 

homology)[2, 3, 5]为代表的计算拓扑技术的发展，三

维形状的拓扑特征可以被量化地估计和表达，从而

方便地应用于形状分析、形状分类与检索、拓扑可

控的优化与建模等几何设计问题中。持续同调的成

功应用为众多的代数拓扑理论走向应用提供了潜

在的可能性，为解决几何设计和处理中的拓扑问题

提供可能的解决方案，从而为计算机辅助拓扑设计

这一新兴研究领域提供了潜在的理论支持。 

近十年以来，持续同调被应用于几何设计和几

何处理，主要解决三维形状的拓扑特征提取、分析

以及形状建模中遇到的拓扑相关问题。在三维形状

拓扑特征提取方面，持续同调采用持续图 

(Persistence diagram)[2]或者持续条码 (Persistence 

barcode)[5]编码同调特征，研究者们将这些特征转化

为关于持续图度量稳定且易于使用的向量化形式，

以便进一步应用于形状分析、分类和检索等问题中。

在三维形状建模方面，如何使用提取的拓扑特征恢

复三维形状是近年来研究的一个热点问题之一。持

续同调可以用于区分重要的拓扑特征和噪声特征，

在保拓扑尖锐特征的优化中也发挥了重要作用。另

外，通过持续同调构造的持续逆映射(Persistence 

inverse mapping)[12]使得拓扑可控的建模技术得到

了发展。 

2 预备知识：持续同调 

持续同调致力于从一簇向后包含的单纯复形

序列中提取不同尺度和不同维度的拓扑特征，例如

连通分支(0 维特征)、独立环结构(1 维特征)和独立

空腔结构(2 维特征)等，并且反映这些特征随尺度参

数变化的出现和消失情况，以此衡量这些拓扑特征

的几何尺度和重要程度。单纯复形是用于计算持续

同调的基本组合结构，一个单纯复形通常是指由点

(0-单形)、线(1-单形)、三角面(2-单形)和四面体(3-

单形)等不同维度的单形按照以下规则组合而成的

复合结构：(1) 单纯复形中任意单形的面(Face)属于

该单纯复形； (2) 任意两个单形的交要么为空，要

么为公共面。 

为了从采样点云中推断采样形状的拓扑结构，

需要依托点云建立一系列向后包含的单纯复形，也

称为过滤(Filtration)。建立过滤的方法有很多种，如

文献[13-15]所示方法，其中 Vietoris-Rips 复形[13]较

为常用。该方法的基本思想是在每一点上放置一个

闭球，所有球的半径参数逐渐增加。在某一参数下，

若存在𝑛个点，满足它们的闭球两两相交，则这𝑛个

点构成一个(𝑛 − 1)-单形。另外，将定义在形状上的

标量函数做线性逼近生成定义在对应单纯复形上



   

   

 

的分片线性函数也能生成过滤，用于提取按该标量

函数数值大小排列时单纯复形的拓扑结构变化信

息。通常可以将单纯复形按照分片线性标量函数数

值从小到大或从大到小排列分别生成下水平过滤

或上水平过滤。值得一提的是，Zig-zag 持续方法[16]

的出现使得过滤不再局限于向后包含的单纯复形

序列。 

代数拓扑是持续同调采用的主要数学工具，它

将单纯复形中的单形视为代数运算的算术元素。在

单纯同调的简单情形下，第𝑘维的所有单形按照模 2

加法构成𝑘-链群𝐶𝑘,其中的元素由一些𝑘-单形的算

术组合构成，称为𝑘-链。为了反映从𝐶𝑘到𝐶𝑘−1元素

的边界关系，定义边界算子𝜕𝑘: 𝐶𝑘 → 𝐶𝑘−1，该算子

将一个𝑘-链映射为其中每个单形所有(𝑘 − 1)-面的

代数和形式，称为𝑘-链的边界。对于任意𝑘 > 0，相

邻两个维度的边界算子的复合为零算子，即𝜕𝑘 ∘

𝜕𝑘−1 = 0。为了代数地表示独立孔洞结构，定义边

界算子𝜕𝑘的零空间𝑍𝑘 = {𝑐 ∈ 𝐶𝑘: 𝜕𝑘𝑐 = 0}为闭链群，

边 界 算 子 𝜕𝑘+1 的 像 空 间 𝐵𝑘 = {𝑐 ∈ 𝐶𝑘: ∃𝑏 ∈

𝐶𝑘+1 𝑠. 𝑡. 𝜕𝑘+1𝑏 = 𝑐} 为边缘链群。直观地，一个独

立环结构是一类非边界闭链，即不是任何高维链边

界的闭链。由于相邻边界算子复合为零，所以可以

用商群𝑍𝑘/𝐵𝑘定义同调群𝐻𝑘，同调群中的元素表示

独立环结构的等价类，是一类重要的拓扑特征。同

调群的阶(Rank)称为 Betti 数，反映拓扑特征的个

数，例如 0 维 Betti 数指示单纯复形中连通分支的

个数，1 维 Betti 数指示独立环结构的个数。文献[17-

18]提供了更多同调和计算同调的细节。 

在过滤中，独立孔洞结构会随着参数变化而出

现、存在和消失，持续同调能从过滤中计算同调特

征的出现和消失对应的参数时刻，采用出生-死亡

(Birth-death)点对表示对应的同调特征。定义死亡

值与出生值的差为持续值，该指标衡量拓扑特征的

生命周期，以便推测该特征是否为采样形状的重要

特征，并且衡量该特征的几何尺度。如图 1 所示，

随着“时间参数”的增加，复形序列中的陆续有拓

扑特征出现和消失。图 1(a)蓝色和橙黄色线段分别

表示连通分支(0 维拓扑特征)和独立环结构(1 维拓

扑特征)的生命周期，这些嵌入到平面中的线段构成

了一个拓扑特征表示，称为持续条码。进一步，将

出生-死亡点对嵌入到平面得到持续图，如图 1(b)所

示。持续图和持续条码为持续同调提供了紧凑的拓

扑特征表示。另外，Wasserstein 距离和 bottleneck 距

离[14]可以用于度量两个持续图或者持续条码之间

的相似性。进一步，在满足不同条件时，持续同调

具有一些稳定性结论[13, 19-21]，即当点云或者形状上

的标量函数发生扰动时，在这些距离的意义下，持

续图或者持续条码的扰动可以被该扰动的常数倍

控制住。这些稳定性结论说明了持续同调对数据中

的噪声不敏感，在实践中具有重要的意义。 

 

图 1  使用持续同调从一簇向后包含的单纯复形序列中计

算持续图的示意图 

Fig. 1  An illustration of computing persistence diagrams 

from a nested sequence of simplicial complexes by persistent 

homology 

过滤过程可以视作单形依参数大小依次添加

到单纯复形中，单形的添加往往会对应某一拓扑特

征的出现或者消失。拓扑特征的出生值和死亡值分

别对应两个不同的单形。文献[12]据此提出了拓扑

逆映射来追踪持续点对对应的单形对，在形成过滤

的标量函数满足一定条件时，可以构造良好定义的

拓扑逆映射，该映射也可将持续点对映射为对应的

临界点对。该映射是基于持续同调的拓扑可控方法

的重要工具，据此可以计算有关持续图的目标函数

关于标量场中各参数的梯度。如图 2 所示(虚线箭

头给出了持续图上的点到拓扑空间𝑋上点对的映

射关系)，𝑓是定义在拓扑空间上的标量函数，按生

成的下水平过滤计算持续图。持续逆映射将持续图

上的点(𝑓(𝑟), 𝑓(𝑞))映射到临界值点对(𝑟, 𝑞)，其含义

是将对应的连通分支的出现追溯到点𝑟对应的单形

在下水平过滤中的出现，将该连通分支的消失追溯

到点𝑞对应的单形在下水平过滤中的出现[22]。 



   

   

 

 

图 2  持续逆映射的示意图[22] 

Fig. 2  An illustration of topological inverse mapping[22] 

3 持续同调拓扑特征及其应用 

从几何形状中尽可能完整地提取形状某一方

面或某几方面的特征是形状分析、分类和检索等几

何处理问题中的重要步骤。传统的拓扑不变量，例

如 Betti 数、亏格和欧拉示性数等，虽然能提供拓扑

特征的数量信息且便于计算，但是却不能具体地反

映拓扑结构的几何尺度，对几何数据中的噪声非常

敏感，即使局部扰动也会导致这些传统拓扑不变量

的较大变化。持续同调能通过点云估计采样形状的

拓扑结构，计算三维形状按某一标量函数生成过滤

的拓扑特征。计算所得的持续图能将拓扑特征与形

状的几何进行关联，提供几何尺度的量化指标，且

对输入数据的噪声不敏感。本节综述使用持续同调

从点云和空间网格中提取拓扑特征的相关方法，并

总结拓扑特征表示在几何设计和处理中的应用。 

3.1  点云的持续同调特征提取方法 

空间点云是在三维空间中的一个点集，通常通

过扫描或采样三维物体获得，是几何设计中一种常

用的形状表示。一些几何设计任务需要提取点云中

的拓扑特征进行分析，为了重建拓扑结构满足预期

的三维形状，也需要从点云中提取拓扑先验信息。

持续同调通过建立复形过滤的方式计算持续图，其

中的点对分别表示复形序列中对应拓扑特征的出

现和消失的参数时刻，而构造复形过滤有诸多方法。

与 Vietoris-Rips 复形类似，Čech 复形[13]要求在单

形的所有顶点对应的闭球有非空公共交集。Alpha

复形[23]则通过 Delaunay 三角化生成关于点云的一

组子复形。而当点云数据规模较大时，为了减少过

滤中单纯复形的单形数量且反映单纯复形的主要

拓扑结构，Witness 复形[14]通过保留关键点和采样

的方式构造近似复形过滤。另外，在构造 Vietoris-

Rips 复形的过程中，可以通过点云下采样或设置最

大半径参数的方式来近似地计算持续图[24]。 

在大规模空间点云数据上计算持续同调是一

个具有挑战性的任务，其主要困难在于随着点云中

点个数的增加，计算较高维的持续同调特征需要考

虑的单形个数将会指数级地增加。例如按照

Vietoris-Rips 复形构造过滤，对一个含有 5 000 个

点的空间点云，计算 1 维持续图须构造约107个 1-

单形和2 × 1010个 2-单形[25]。持续同调算法的时间

复杂度与单形个数成比例，即经典的持续同调算法

在实例中具有拟线性的复杂度，而对于最坏情况，

则具有关于单形个数的三次方的时间复杂度[2-3]。因

此，需要通过设计数据结构、优化存储空间和并行

计算等提高实际计算持续同调的效率 [26]，例如

Ripser[24]工具包提供了高效计算 Vietoris-Rips 复形

序列的算法，文献[27-28]给出了高效构造单纯复形

的数据结构，并且简化了高维的单纯复形。 

在点云处理问题中，往往只需要通过点云估算

采样形状的大致拓扑特征，持续值较小的拓扑特征

往往被视为噪声。因此，采用搭建神经网络来估计

持续图成为了提升持续同调计算效率的一个新途

径。SOM 等[29]在提取图像特征时率先提出了一种

基于卷积神经网络的架构估算持续图的向量化表

示。在三维点云处理领域，文献[25]基于 EdgeConv 

卷积层[30]提出了一种快速估计点云 Vietoris-Rips 

复形过滤的持续图向量化表示持续图像(Persistence 

images)[31]的网络架构。该神经网络使用大量点云数

据及对应的持续图向量化表示作为训练数据，能端

到端地高效估计持续同调特征。实验表明，估计所

得的持续图像与真实持续图像偏差较小。但是该网

络架构依赖于在点云上建立图结构，在理论上没有

说明关于点云数据的噪声和扰动具有稳定性。DE 

SURREL 等[32]基于 Deep sets[33]提出了一种快速估

计点云的 Vietoris-Rips 复形过滤的持续图的网络架

构。该方法借助 Deep sets 的理论结果可以简洁地推

导出估计持续图的稳定性结论，且估计过程高效，

计算结果也较为精确。由于在评估实验中，此类方

法多使用点云标准数据集或合成数据集，因此尚不

清楚此类方法在真实、复杂数据集上的表现。 

3.2  三角网格的持续同调特征提取方法 

空间三角网格表示的三维形状可以视为嵌入

到空间的单纯复形。除了使用单纯同调计算 Betti 数

或同调生成元或者使用点云采样并计算持续同调

获得拓扑特征以外，还有一些方法可用于提取三角

网格的拓扑特征，如基于网格测地距离的持续同调

方法，基于特征函数过滤的持续同调方法和拓扑变

换方法。 

与嵌入到空间的点云使用欧氏距离构造

Vietoris-Rips 复形类似，在三角网格上可以通过测



   

   

 

地距离生成复形序列。CARRIÈRE 等[34]提出了基于

测地距离的持续同调方法来提取网格模型的拓扑

特征。选择网格模型上的一点为圆心，以可变参数

为半径作测地圆盘，可以得到在给定半径参数下完

全包含在测地圆盘中的子复形。随着半径参数逐渐

增加，得到一列向后包含的子复形序列，使用持续

同调可以计算该复形过滤中持续图。对于三角网格

上的任意一点，均可采取以上方法计算持续图，作

为该三维形状的局部描述子。该方法提取的拓扑特

征关于噪声不敏感，但需要定义相似性度量来比较

两个三维模型对应的持续图簇之间的差异。 

基于特征函数过滤的持续同调方法是提取网

格模型特征的一类方法，即利用定义在这个网格上

的标量函数按函数值大小生成复形过滤，计算持续

同调。由于所选择的标量函数通常反映三维形状的

局部特征，因此称这类标量函数为“特征函数”[35]。

这类函数的选择往往依赖于实际应用，标量函数中

参数的调整也多是经验性的。一般地，可以选择热

核函数 (Heat kernel signature)[36]或波核函数(Wave 

kernel signature)[37]作为特征函数。例如 DONG 等[38]

使用热核函数设计多尺度拓扑描述子来分类多孔

结构。文献[35, 39]也利用热核函数作为特征函数，

以便将不同时间参数下的持续图组合为多尺度的

描述子。 

拓扑变换是一类将三维形状从形状空间转换

到特征空间的方法。受启发于积分几何(Integral 

geometry)[40]在曲面和随机场建模以及点云处理上

的应用，TURNEr 等[41]提出持续同调变换(Persistent 

homology transform, PHT)和欧拉示性变换 (Euler 

characteristic transform, ECT)提取网格的拓扑特征。

PHT 与 ECT 分别将网格模型(单纯复形)转换为一

簇与不同投影方向相关的持续图与持续欧拉示性

数，即使用不同的投影向量定义高度函数，再使用

该函数构造复形过滤从而得到持续拓扑特征。持续

欧拉示性数可以由持续图导出，因此 PHT 包含了

ECT 的全部信息。基于 PHT 的拓扑特征提取方法

可以应用于网格对比与分类。根据 PHT 可以定义不

同网格形状间的距离，即计算各方向上持续图的距

离，并将距离值沿投影方向进行数值积分，以便度

量网格的相似性。在 ECT 的基础上，CRAWFORD

等[42]提出了光滑欧拉特征变换提取拓扑特征，并应

用于癌症诊断以及针对形状的统计推断。

KIRVESLAHTI 和 MUKHERJEE[43] 将网格上的

ECT 推广到标量场上。对于一般的度量空间，

OUDOT 和 SOLOMON[44]提出内蕴持续同调变换

(Intrinsic persistent homology transform, IPHT)提取

特征。具体地，通过在度量空间中不同的点上定义

距离场，IPHT 利用距离场的下水平过滤生成持续

图。与 PHT 的不同之处在于，IPHT 与三维形状的

嵌入空间无关，只与形状本身有关。 

3.3  拓扑特征在几何处理中的应用 

持续同调从三维点云和三角网格中提取拓扑

特征，并以持续图的方式展示这些不同几何尺度的

特征。然而，计算两个持续图之间的 Wasserstein 距

离或者 bottleneck 距离是比较耗时的，特别是当持

续图中有大量的点对时，这是因为距离的计算依赖

于点对集合之间的最优匹配的求解[45]。另外，诸多

统计分析工具，例如求平均值等，以及支持向量机

等用于分类或聚类的机器学习常用工具不能以持

续图作为输入，因此需要将持续图进行向量化，以

便将这些拓扑特征应用于几何处理的相关问题中。 

持续图的向量化可以分为将持续图转换为显

式向量表示和隐式向量表示两类方法。持续图向量

化的要点是转换得到的向量关于持续图的距离度

量是稳定的，即持续图上的小扰动也对应着向量表

示上的小扰动。显式向量化方法即将一个持续图映

射到有限维向量空间的一个向量。这一类方法通常

在持续图上构造特征曲面，使用与其等价的函数表

示或者将持续图嵌入到代数空间等，再进行离散化

从而得到有限维向量表示。常用的特征曲面构造方

法包括持续曲面[31]和持续 B 样条曲面[46]；常用的持

续图等价形式有持续 Betti 数函数[47]和持续景观 

(Persistence landscapes)[48]。离散化特征构造也有多

种方式，如 CANG 等[49]通过直接划分持续图为均

匀网格，并统计每个网格中持续点对的个数作为对

应向量元素的值。文献[31]通过划分持续曲面的定

义域并对每个曲面片做积分的方式得到向量中每

一位的数值。另外，如 Tropical 坐标表示法[50]、持

续词汇袋[51]和持续路径签名表示[52]等方法也是持

续图向量化的有效方法。 

持续图的隐式向量化通过非线性映射将持续

图嵌入到合适的内积空间中，再在新的嵌入空间中

训练线性模型来处理数据，该方法的核心是构造合

适的核函数，因此又称此类方法为核方法。核方法

不产生显式的向量化表示，也不显性地构造非线性

映射。REININGHAUS 等[53]提出持续尺度空间核函

数，该核函数来源于一个热扩散问题，是一个多尺

度的核函数。该向量化方法具有 1 阶 Wasserstein 稳

定性，但不具备高阶 Wasserstein 稳定性。文献[21]

提出持续加权高斯核，将持续图映射为希尔伯特空



   

   

 

间中的元素。该向量化方法具有关于原始点云数据

Hausdorff 距离的稳定性。类似的核方法还有切

Wasserstein 核方法[54]和持续 Fisher 核方法[55]。最

后，PUN 等[56]对持续图向量化做了详细的综述。 

图 3 总结了使用持续同调解决几何处理中的形

状分析、分类和检索等问题的思路与流程。通过

Vietoris-Rips 复形等方法构造复形过滤，可以从点

云中计算各维度的持续图；通过定义“特征函数”

生成水平集过滤或者采用向各方向投影的 PHT 方

法，可以计算持续图。将计算所得的持续图向量化

的方法，使之与统计方法或机器学习方法兼容。最

后，持续图的相关向量化表示被应用于形状比较[57-

58]、形状匹配[12, 59]、形状检索[38, 60]、形状识别[61]、

形状分类和分析[31, 62]中。 

 

图 3  从三维模型中提取持续同调特征并用于解决几何处

理中一些问题的示意图 

Fig. 3  An illustration of extracting the features by persistent 

homology and their applications on dealing with some 

problems in geometric processing 

4 基于持续同调的建模和优化 

三维形状的拓扑是一类重要的性质，也是几何

设计关注的重要目标之一。相比于基于经典的离散

拓扑不变量的拓扑可感知建模方法，持续同调为形

状建模和优化提供了新思路。本节首先介绍使用持

续同调特征的单纯复形重建技术，再综述基于持续

逆映射的三维重建和建模工作，最后介绍一些拓扑

去噪和优化的相关工作。 

4.1  基于拓扑特征的单纯复形重建 

计算持续图是一个提取特征的过程，持续图是

一组几何多尺度的拓扑特征，被应用于形状分类等

几何设计问题中，而使用这些拓扑特征恢复和重建

三维形状是一个逆向工程。PHT 将一个单纯复形按

照不同方向投影，产生一簇持续图。文献[41]从理论

上证明了 PHT 在二维和三维空间上的单射性，即一

簇持续图至多只与一个单纯复形对应。CURRY 等
[63]与 GHRIST 等[64]进一步推广了该结论，分别独立

证明了在任意维度的欧氏空间中的可构造子集上，

ECT 具有单射性，并由此导出 PHT 的单射性。这

意味着可以尝试从 PHT 产生的一簇持续图中恢复

单纯复形。 

文献[41]给出了 PHT单射性的证明是构造性的，

即从 0 维单形开始，逐步重建整个单纯复形。这事

实上给出了重建单纯复形的算法，但该方法考虑的

是从无穷多方向的持续图簇中重建单纯复形，因此

这驱动了通过有限方向的持续图簇重建单纯复形

的研究。文献[63]证明了有限个方向的持续图可以

唯一确定形状，并给出了方向个数的上界。

BELTON 和 TERESE[65]提出了从 3 个方向得到的

拓展持续图出发，以多项式时间复杂度重建平面上

的一维单纯复形 (嵌入平面的图) 的算法。 算法通

过搜索三组投影线的交点确定顶点，由顶点的“度”

确定边。该算法的不足在于三个投影方向需由单纯

复形本身确定，这使得该算法不具备通用性。进一

步地，BELTON 等[66]将算法从平面推广到任意维度

欧氏空间，利用更多不同方向的持续图重建嵌入到

任意维欧氏空间的一维单纯复形。FASY 等[67]提出

了增广持续同调变换(Augmented PHT)的离散化方

法，通过在单形上推广“入度”并研究单形预测技

术， 从而将这些方法扩展到从有限多个方向持续

图重建任意维度的单纯复形。然而，上述方法缺乏

在大型数据集上重建的实验结果。 

4.2  拓扑可感知的三维建模 

几何设计的一个重要研究课题是建模具有正

确或理想的拓扑的三维形状。在部分研究中，往往

采用后处理[68]或者人机交互[69]的方式移除或修改

生成形状上的拓扑错误，这些方式依赖于用户对形

状进行局部修正。而部分研究[70-73]则通过使用亏格

和 Betti 数等经典拓扑不变量设计约束条件，通过

定义能量函数的方式优化组合单元，从而重建出拓

扑正确的几何形状，例如曲面。这类方法能保证生

成具有拓扑不变量的形状，然而经典拓扑不变量不

能描述拓扑特征的几何尺度，优化过程多采用动态

规划，在一些复杂的算例中，算法的时间和空间复

杂度会呈指数级。 

基于持续同调的拓扑可感知方法利用文献[12]

提出的持续逆映射建立一套基于梯度下降的连续

优化框架。相比于基于经典拓扑不变量的离散优化

框架，这类方法易于理解和实现，且可以使用能描



   

   

 

述拓扑特征几何尺度的持续图作为重建和优化的

先验信息。BRÜEL-GABRIELSSON 等[74]提出了一

种基于持续逆映射的拓扑可感知的从点云重建曲

线和曲面的方法，根据持续图上点对的相对位置设

计拓扑损失函数，并采用梯度下降的连续优化框架

进行优化。具体而言，首先以点云中的点为中心的

多元高斯函数构造似然函数，并将空间离散为自适

应的单纯复形；使用该似然函数为每一个单形分配

一个兼容的单形值；然后构造上水平过滤，计算持

续图。最小化拓扑损失函数，计算损失函数关于似

然函数中参数的梯度，使用梯度下降的方式更新参

数；最后从优化后的似然函数对应的底复形中提取

提升的同调表示元作为重建的曲线或曲面。由于该

方法使用从似然函数中提取的同调表示元作为重

建形状，所以曲线、曲面的光滑性不高。 

为了提高重建曲面的光滑性并同时保障目标

曲面具有预期的拓扑，文献[22]提出了一种基于持

续逆映射的拓扑可控的隐式曲面重建方法。该方法

首先计算点云的符号距离函数，离散包围盒为立方

复形，并使用 B 样条函数拟合离散符号距离值；将

重建目标对应的持续图作为拓扑预期用于设计拓

扑目标函数；同样采用梯度下降的连续优化框架，

最小化目标函数并优化 B 样条函数中的控制系数；

最后根据优化后的持续图上主要特征点对的位置

决定提取的等值面。该方法的优点在于可以通过优

化控制水平集中较为显著的拓扑结构的几何尺度。

如图 4 所示，通过最小化持续图上持续值第二大的

点(绿色点)对应的持续值，该优化框架消除了较小

尺度的环柄圈，且生成的隐式曲面具有较好的光滑

性。该方法也有一些缺陷，如与其他基于梯度下降

的连续优化框架类似，该优化方法可能会收敛到局

部最优解，且每次优化迭代都需要计算持续图；不

能很好地区分和优化较小的拓扑特征。 

 

图 4  文献[22]方法 

Fig. 4  Methods of reference [22] 

4.3  拓扑去噪与优化 

图像与信号处理中的一个重要问题是研究如

何在保留重要特征的同时去除数据中的噪声。同样

地，拓扑去噪旨在保留拓扑尖锐点和尖锐边等特征，

并且去除数据中的拓扑噪声。例如 CARR 和

SNOEYINK[75]通过提取输入数据的轮廓树并做简

化以去除一些不必要的细微的拓扑特征，但该方法

不能保证去除一些小的噪声环结构。另外一类常用

的方法是基于 Morse-Smale 复形[76]的拓扑去噪和简

化方法。例如 BREMER 等[77]利用 Morse-Smale 复

形消除(Cancellation)技术简化复形结构，并在每次

迭代过程中光滑单纯复形中单形内部的标量函数，

从而保证调整后的单纯复形遵循一定的拓扑结构，

并且生成光滑的二维标量场。然而该方法不能区分

拓扑尖锐特征并做保留。 

为 了 保 留 重 要 拓 扑 特 征 并 去 除 噪 声 ，

GÜNTHER 等[78]利用持续同调为拓扑特征进行分

级，将文献[79-80]提出的二维标量函数重建方法扩

展到解决三维标量函数的去噪问题上。该方法首先

计算标量场中的极值，从上/下水平过滤中计算持续

图并按照持续值大小给极值点分级，确定拓扑尖锐

点。再将拓扑去噪问题建模为离散优化问题，选定

需要保留的拓扑尖锐点并且避免新的尖锐点出现。

采用线性化约束和凸化可行域的技术将优化问题

转化为二次规划，并进一步转化为锥规划问题求解。

在求解过程中，采用区域分解技术使得计算更加高

效，内存使用更少，可快速地处理大规模标量场的

去噪。但该方法是一种启发式算法，不能保证优化

问题的解是全局最优解甚至局部最优解。 

持续同调除了被用作优化过程中量化分级拓扑尖



   

   

 

锐特征的工具外，还可以被用于设计保证拓扑结构

正确的优化中。BRÜEL-GABRIELSSON 等[81]将他

们之前在文献[72]中提出的基于持续同调的拓扑可

感知优化框架进行进一步推广，与机器学习技术相

结合，应用于优化点云和体素的拓扑结构。对于三

维体素数据，该方法并没有给出过于复杂的算例，

需要探索该框架在复杂拓扑数据场景下的应用。

GAO 等[82]提出了一种基于持续同调优化框架的保

证连通性的多孔结构生成方法。该工作解决了通过

多孔结构样本合成大尺寸多孔结构过程中不连通

的问题。由于采用二值化体素建模多孔结构，无法

直接使用梯度下降方法设计连续优化问题，因此该

工作将基于 Distance to measure (DTM)距离场的持

续同调方法[83]推广到体素空间。DTM 距离场在空

间位置上的取值与该位置与实体材料之间的距离

呈正比，可以反映实体材料与空间位置的位置关系。

该方法利用从 DTM 距离场下水平过滤中计算得到

的 0 维持续图设计优化目标，使得 DTM 距离场中

具有较小距离值的水平集具有一个连通分支，最终

提取连通的立方复形作为优化后的多孔结构。图 5

展示了该方法使用持续同调优化框架优化多孔结

构体素数据的实验结果。然而，与其他基于持续同

调的拓扑可感知优化框架类似，该方法在每次迭代

中均需要计算持续图，这增加了计算时间。 

 

图 5  文献[82]方法 

Fig. 5  Methods of reference [82] 

5 总结与展望 

一方面，自 2000 年文献[2]提出持续同调的基

本概念以来，持续同调的理论体系得到了完善，并

结合统计学和数据科学等其他学科，发展出了拓扑

数据分析这一门新兴的交叉学科。另一方面，由于

持续同调的发展建立在计算几何和计算拓扑的基

础之上，所以在几何设计和处理领域也涌现出了大

量持续同调的应用研究。本文首先简要地介绍了持

续同调的发展历程和核心概念。在拓扑特征的提取

和应用方面，本文综述了使用持续同调提取采样形

状的点云和三角网格模型拓扑特征的方法，并总结

了持续同调特征在形状分类、分析、匹配和检索等

几何处理问题中的应用。另外，本文从基于拓扑变

换的单纯复形重建、拓扑可感知的三维曲面重建和

拓扑去噪和优化 3 个方面综述了持续同调在形状建

模和优化中的已有研究。 

虽然持续同调在理论和应用方面取得了长足

的发展和进步，但仍然有一些问题值得研究。文献

[84-85]中列举了有关持续同调理论的公开问题。在

应用方面，持续同调的高效和快速计算问题也值得

研究。由于多维度持续同调[4]不存在紧凑的拓扑特

征表示[86]，如何提取和组织多层次拓扑特征是一个

值得研究的问题。另外，基于持续同调的连续优化

框架的理论也不断在完善[81, 87]，更多的优化思路被

不断地提出[88]，为持续同调在几何设计中的应用奠

定了坚实的基础。因此，基于持续同调的几何设计

技术具有广阔的发展前景，并正在促进“计算机辅

助拓扑设计”这一新兴研究领域的发展。 
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