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1、有限元分析的作用及地位

现代工业的进步，完全得力于计算机科技的突飞猛进。将计算机、计算机软件应
用于产品的开发、设计、分析与制造，已成为近代工业提升竞争力的主要方法。

üCAD

üCAM

lCAE   

   CAE：在产品的研发过程中，利用计算机进行建模及性能仿真分析

有限元法是CAE的最主要方法，是处理各种复杂工程问题的重要分析手段，也是
进行科学研究的重要工具。利用有限元分析可以获取几乎任意复杂工程结构的各
种机械性能信息，可以直接就工程设计进行各种评判及优化，提高产品品质。
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• 有限元方法是求解数学物理问题的一种数值计算方法，起源于固体力学，然后迅速扩展到流体力

学、传热学、电磁学等其他物理领域。

• 有限元分析是利用数学近似的方法对真实物理系统（几何和载荷工况）进行模拟。利用简单而又

相互作用的元素，即单元，用有限数量的未知量去逼近无限未知量的真实系统。

• 有限元模型 是真实系统理想化的数学抽象。

真实系统 有限元模型

有限元模型由一些简单形状的单
元组成，单元之间通过节点连接
，并承受一定载荷。节点具有一
定的自由度。

自由度(DOFs) 用于描述一个物
理场的响应特性。

有限元分析的作用及地位
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有限元的思路
以计算机为工具，分析任意的变形体以获得所有力学信息，并使该方法能够普及、
简单、高效、方便，一般人员可以使用。

实现办法
有限种类的
标准件

构造出任意复杂
的对象

技术路线
u标准化（任意复杂问题-->标准化分解，单元建模-->有限种标准单元）

u规范化（CAD几何->数值模型(力学建模)->求解->后处理显示）

u计算机化（标准程序->模块->软件）

有限元分析的作用及地位
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基础知识点
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基础知识点
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工程结构的分类（按构件的几何特征）
材

弹
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杆件变形的基本形式

组合受力与变形  

   内容
种类

  

外力特点
    

轴向拉伸 及
压缩

剪切

扭转

平面弯曲
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基础知识点
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基础知识点
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基础知识点
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应力 应变 一一对应
恢复原状

弹性性质

弹性体 外界因素
应力、形变 位移

弹性力学的研究对象



15

v研究任务

v研究对象 实体结构

分析各种结构物或其构件在弹性阶段的应力和位移，校核它们是否具
有所需的强度、刚度和稳定性，寻求或改进它们的计算方法, 采取最优
化的方案解决安全与经济的矛盾。

弹性力学的研究对象
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材料力学基本上只研究杆、梁、柱、轴等杆状构件，即长度远大于宽度和厚度的构件。弹
性力学虽然也研究杆状构件，但还研究材料力学无法研究的板与壳及其它实体结构，即两
个尺寸远大于第三个尺寸，或三个尺寸相当的构件。

1、研究的对象

弹性力学只研究弹性体和物体的弹性阶段；而材料力学还研究物体的塑性阶段，包括蠕
变、疲劳等方面的问题。

2、研究的范围

3、研究的方法

材料力学对应力分布或形变状态做一些近似假设，所得结果往往是近似的、初等的，限于
一定条件下应用；而弹性力学则从基本假设出发，对物体的应力变形进行精确分析，所得
结果更为精确，可用来校核材力结果。                     

弹性力学与材料力学的区别
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4) 各向同性

1) 连续性

5) 小变形

2) 完全弹性

3) 均匀性

五个基本假设：

   引入假设的主要目的在于希望能利用数学工具来研究弹性力学。

弹性力学的基本假设
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1）连续性假设

Ø 从宏观上认为物体是连续的，则所有物理量如应力、应变和位移都可为坐标的连续函数，
从而在数学推导时可利用连续和极限的概念，采用微积分、微分方程、微分几何、积分方
程、变分等数学工具对弹性力学进行研究。

2）线性完全弹性假设
Ø 当使物体产生变形的外力被除去以后，物体能够完全恢复原形，而不留任何残余变形。

这样，当温度不变时，物体在任一瞬时的形状完全决定于它在这一瞬时所受的外力，与
它过去的受力情况无关。

Ø 该假定使本构关系（物理方程）成线性方程。

Ø 完全弹性：弹性极限以下Ø 线性弹性：比例极限以下

Ø 脆性材料的物体，在应力未超过比例极限以前，可作为近似的完全弹性体。塑性材料的物
体，在应力未超过屈服极限以前，可作为近似的完全弹性体。

弹性力学的基本假设
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Ø 整个物体是由同一种材料组成的。这样，整个物体的所有各部分才具有相同的物理性
质，因而物体的弹性常数(弹性模量和泊松系数)才不随位置坐标而变

。

Ø 物体内每一点各个不同方向的物理性质和机械性质都是相同的。物体的弹性在各方向
相同，弹性常数等物理量不随方向变化。 

Ø 当物体受力以后，整个物体所有各点的位移都远小于物体的原有尺寸，因而应变和转角
都远小于1，这样，在考虑物体变形以后的平衡状态时，可以用变形前的尺寸来代替变
形后的尺寸，而不致有显著的误差；并且，在考虑物体的变形时，应变和转角的平方项
或乘积项都可以略去不计，这就使得弹性力学中的微分方程都成为线性方程。

弹性力学的基本假设
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在连续性、完全弹性、均匀性、各向同性和小变形假定下，弹性力学问题化为线性问题，可应用
叠加原理。

叠加原理：在线弹性(物理线性)和小变形（几何线性）情况下，作用于物体上几组荷载产生的应
力和变形的总效应，等于每组荷载单独作用效应的总和。

hg

q

P

hg

q

P

弹性力学的基本假设
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1）外力（体力和面力）
Ø 定义：其它物体对研究对象（弹性体）的作用力。

Ø 体力:

o

x

y

z

fy

fz

P

V f

F

fx

Δv 0

ΔF
ΔVlimf





矢量  方向沿   的极限方向f F
2 2 2

x y zf f f f  

符号：坐标正向为正。

以单位体积内所受的力来量度：

分布在物体体积内的力，如重力、惯性力和电磁力等。

弹性力学的基本概念
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2 2 2

x y zf f f f  

Ø 面力:

Δ 0

ΔF
Δlim

S
f

S



矢量  方向沿   的极限方向f F

以单位面积所受的力来量度：

o

x

y

z

P

S

F
zf

yf
xf

f

符号：坐标正向为正。

体力和面力均表示单位体积、面积上的作用力，所以考虑平衡条件求合力时，须乘以相应的体积
和面积。

分布在物体表面的力，如流体压力和接触力等。

弹性力学的基本概念
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2）内力
Ø 定义：物体本身不同部分之间相互作用的力。

  假想切开物体，截面两边互相作用的力（合力和合力矩)，就是内力。

弹性力学的基本概念
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3）应力
Ø 定义：截面上某一点处，单位截面面积上的内力值。

应力S在其作用截面上的法向分量为正应
力σ，切向分量称为剪应力，用τ表示。

弹性力学的基本概念
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A
N



sin sinN
A
 

sin cosN
A
 

显然，点p在不同截面上的应力是不同的。为分析点p的应力状态，即通过p点的各个截面上的应
力的大小和方向，在p点取出的一个无穷小平行六面体。用六面体表面的应力分量来表示p点的应
力状态。 

弹性力学的基本概念
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, ,PA x PB y PC z     




( , , )i i x y z ( , , , )ij i j x y z 
ii

一点的应力状态
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Ø 如果某一个面上的外法线是沿着坐标轴的正方向，这个面上的应力就以沿坐标轴正方向
为正，沿坐标轴负方向为负。

Ø 相反，如果某一个面上的外法线是沿着坐标轴的负方向，这个面上的应力就以沿坐标轴
的负方向为正，沿坐标轴正方向为负。

应力的正负

截面两侧的物体上内力和应力都是成对
出现的，且数值相等，方向相反（作用
力与反作用力），采取上述规定则截开
的两部分遵守同一的规定。

Ø材料力学： 截面上的剪应力力对截
面上任意一点的矩为顺时针转向时，剪
力为正；反之为负。

一点的应力状态
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在受力物体相互垂直的两个平面上，切应力必然成对存在，且数值相等；
两者都垂直于两平面的交线，方向共同指向或背离这一交线。

o
x

y

z

yx
 

xy
 

zx

xz

zy

yz

xz zx 

xy yx 

yz zy 

弹力规定

xy yx  

yz zy  

xz zx  

材力规定   

切应力互等定理
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可以证明：如果                                                   这六个量在P
点是已知的，就可以求得经过该点的任何面上的正应力和
剪应力，因此，这六个量可以完全确定该点的应力状态，
它们就称为在该点的应力分量。
一般说来，弹性体内各点的应力状态都不相同，因此，描
述弹性体内应力状态的上述六个应力分量并不是常量，而
是坐标x、y、z的函数。

六个应力分量的总体，可以用一个列矩阵       来表示：

zxyzxyzyx  、、、、、

σ

 

x

y

Tz
x y z xy yz zx

xy

yz

zx

 
  
           
 
 
  

σ

应力表述



30

弹性体在受外力以后，还将发生变形。物体的变形状态，一般有两种方式来描述：

弹性体内任一点的位移，用此位移在x、y、z三个坐标轴上的投影u、v、w来表示。以沿坐标轴
正方向为正，沿坐标轴负方向为负。这三个投影称为位移分量。一般情况下，弹性体受力以后，
各点的位移分为两类：形变有关的位移和与形变无关位移（刚体位移） 。

4）位移和应变

体素的变形可以分为两类：一类是长度的变化，一类是角度的变化。

1、给出各点的位移；2、给出各体素的变形。

弹性力学中的基本概念
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任一线素的长度的变化与原有长度的比值称为线应变(或称正应

变)，用符号   来表示。沿坐标轴的线应变，则加上相应的角码，

分别用         来表示。当线素伸长时，其线应变为正。反之，

线素缩短时，其线应变为负。这与正应力的正负号规定相对应。



任意两个原来彼此正交的线素，在变形后其夹角的变化值称为角

应变或剪应变，用符号  来表示。两坐标轴之间的角应变，则加

上相应的角码，分别用             来表示。规定当夹角变小

时为正，变大时为负，与剪应力的正负号规定相对应。

g

弹性力学中的基本概念
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弹性力学可分为空间问题和平面问题，严格地说，任何一个弹性体都是空间
物体，一般的外力都是空间力系，因而任何实际问题都是空间问题，都必须
考虑所有的位移分量、应变分量和应力分量。但是，如果所考虑的弹性体具
有特殊的形状，并且承受的是特殊外力，就有可能把空间问题简化为近似的
平面问题，只考虑部分的位移分量、应变分量和应力分量即可。

Ø 平面应力问题

Ø 平面应变问题

平面问题分为两类：

两种平面问题
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什么样的问题可简化为平面应力问题？

（4）约束作用于板边，平行于板的中面，沿板厚不变。

（3）面力作用于板边，平行于板的中面，沿板厚不变；

（2）体力作用于体内，平行于板的中面，沿板厚不变；

（1）等厚度的薄板；

几何特征

一个方向的尺寸比另外两个方向小得多；t<<a,   t<<b.

受力特征

外力（体力和面力）和约束，只平行于板平面作用，沿板厚不变化。

平面应力问题

x

y

0

t/2t/2

z

y

图 1-10



34

另外由于平板很薄，外力又不沿厚度变化，可认为在整个薄板内各点
均有：

x

y

0

t/2t/2

z

y

图 1-10

以薄板的中面为xy面，以垂直
于中面的任一直线为Z轴。由于
薄板两表面上没有垂直和平行
于板面的外力，所以板面上各
点均有：

0)(0)(0)(
222




tzzytzzxtzz  ，，

000  yzzyxzzxz  ，，

于是，在六个应力分量中，只需要研究剩下的平行于XOY平面的三
个应力分量，即                 ，所以称为平面应力问题。yxxyyx

 、、

坐标系如图选择：

平面应力问题
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   T
zxyzxyzyx

zx

yz

xy

z

y

x










































σ

    T
xyyx

xy

y

x























σ

由于物体形状、外力和约束沿z向

均不变化，应力分量和应变分量

均只是x, y的函数。

平面应力问题
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什么样的问题可简化为平面应变问题？

（4）约束作用于柱面，平行于横截面，沿柱体长度方向不变。

（3）面力作用于柱面，平行于横截面，沿柱体长度方向不变；

（2）体力作用于体内，平行于横截面，沿柱体长度方向不变；

（1）很长的常截面柱体；

几何特征

一个方向的尺寸比另外两个方向大得多；L>>a,   L>>b.
受力特征

外力（体力和面力）和约束，只平行于横截面作用，沿长

度方向不变化。

平面应变问题

z

o

y

x
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由于物体的纵向很长(在力学上可近

似地作为无限长考虑)，截面尺寸与

外力又不沿长度变化；当以任一横截

面为xy面，任一纵线为z轴时，则所

有一切应力分量、应变分量和位移分

量都不沿z方向变化，它们都只是x和
y的函数。

z

o

y

x

此外，在这一情况下，由于对称(任一横截面都可以看作对称面)，所有

各点都只会有x和y方向的位移而不会有z方向的位移，即 w = 0，因此，

这种问题称为平面位移问题，但习惯上常称为平面应变问题。

0 zxyzz gg显然，对于平面应变问题，

平面应变问题
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平衡微分方程--表示物体内任一点的微分体的平衡条件。

平面应力问题： z面上的力以及指向与z轴平行的力均为零。

平面应变问题： z面上的力只有           ， z面上其它力以及其它

指向与z轴平行的力均为零。

0z 

考虑平衡时，采用对 x、y轴投影合力为零和以z面中点连线为轴求

矩为零两条件。列这两种平衡方程时都不用考虑     ，故对于平衡

问题平面应力和平面应变相同。

z

在取微元时令 z向尺寸为一个单位长度即dz=1，在任一点（x，y）
取出一微小的平行六面体dx·dy·1,则作用于微分体上的力：  
体力：fx，fy  ；

应力：作用于各边上，并表示出正面上由坐标增量引起的应力增量。

平衡微分方程
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C xf

yf
x

x
x dx

x
 




xy
yx

y

xy
xy dx

x








yx
yx dy

y








y
y dy

y








1dz 

o x

y

z
平衡微分方程
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应用的基本假定：

连续性假定─应力用连续函数来表示。

小变形假定─用变形前的尺寸代替变形后的尺寸。 

列出平衡条件：

合力 = 应力×面积，体力×体积；以正向物理量来表示。

平面问题中可列出3个平衡条件：

0xF  0yF  0zM 
为研究问题方便，对轴求矩时采用z面中点连线为轴。

前两式可导出平面问题的两个平衡微分方程，后一式导出平

面中的切应力互等关系。

平衡微分方程
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0xF  x
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   xf dxdydz 0
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平衡微分方程
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xy yx
xy yxdx dy
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 

 
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  
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0
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


略去
微量

平衡微分方程
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⑵ 适用的条件--连续性，小变形；

对平衡微分方程的说明：

⑴ 代表问题域Ω中所有点的平衡条件，因为（x，y）∈ Ω ；

⑶ 应力不能直接求出；

⑷ 对两类平面问题的方程相同。

理论力学考虑整体Ω的平衡（只决定整体的运动状态）。  

⑸ 理论力学、材料力学和弹性力学比较:

材料力学考虑有限体ΔΩ的平衡（近似）。  

弹性力学考虑微分体dΩ的平衡（精确）。

平衡微分方程
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理力( Ω)
材力(ΔΩ=h·dx·b)

弹力(dΩ=dx·dy·1)

hΩ

  dx
dy

  dx当dΩ均平衡时，保证

ΔΩ ，Ω平衡；反之则

不然。    

所以弹力的平衡条件

是严格的，并且是精

确的。   

平衡微分方程
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 已知坐标面上应力         ，求斜面上的应力。xyyx σσ , ,

n
n

pyp

xp

o x

y

yx
y

P

B

A
xy

x
xf

yf

o x

y

z

).,(),,( nnyx σpp  pp斜面应力表示：

求解：取出一个三角形

微分体(包含x面, y面, n面)
,x yf f 三棱柱受到的

体力分量

,l m 斜面AB的方向
余弦

ds 斜面AB的长度

PBL lds
1
2PABS ldsmds PAL mds

显然：

平面问题中一点的应力状态
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0x x yx x PABp dsdz ldsdz mdsdz f S dz    

0xF 

x x yxp l m  

1
2x x yx xp l m f lmds   

0ds  2 2ds dx dy 

o x

y

yx
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A
xy
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xf

yf n
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pyp
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0yF 

y y xyp m l  

n x y

n y x

lp mp

lp mp





 

 

2 2

2 2

2

( ) ( )
n x y xy

n y x xy

l m lm

lm l m

   

   

  

   

平面问题中一点的应力状态
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几何方程─表示任一点的微分上形变与位移之间的关系。

o

y

x

P A

B

P

B

u
v

uu dx
x





uu dy
y





vv dx
x





vv dy
y








B

P点在x方向的位移分量为u；
A点在x方向的位移：

线素PA的正应变为：

同理，PB的正应变为：

dx
x
uuuu





x
u

dx

udx
x
uu

x 










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

y
v
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y
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y 











)(


几何方程
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uu dx
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vv dx
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

vv dy
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







B

P点在y方向的位移分量为v；
A点在x方向的位移：

引入小变形假设线素PA的转角

为：

求剪应变      ，也就是线素PA与PB的之间直角的改变xyg

dx
x
vv





AP
AAtg
¢¢¢
¢¢¢

» 

x
u

x
v

dx
x
udx

vdx
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



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
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


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几何方程
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o
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P A

B
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v

uu dx
x



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uu dy
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




vv dx
x



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vv dy
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







B

同理，线素PB的转角为：

求剪应变      ，也就是线素PA与PB的之间直角的改变xyg
由于变形是微小的，所以上式

可将比单位值小得多的       略
去，得：

x
u



x
v






y
u





因此，剪应变为：

y
u

x
v

xy 






 g

几何方程
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所以平面问题的几何方程为：

(1) 适用于区域内任何点，因为(x, y)∈ Ω；

对几何方程的说明：

(2) 应用小变形假定，略去了高阶小量, 几何方程仅适用于线

性小变形问题；

(3) 几何方程是变形后物体连续性条件的反映和必然结果；

(4) 形变和位移之间的关系：位移确定形变完全确定：

从物理概念看，各点的位置确定，则微分线段上的形变

确定。从数学推导看，位移函数确定，则其导数（形变）

确定 。   

几何方程
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前面说过，当弹性体的位移分量完全确定时，应变分量是完全确定的。反过

来，当应变分量完全确定时，位移分量却不完全确定；从物理概念看，具有

确定形状的物体，可能发生不同的刚体位移；从数学推导看，应变分量确定，

求位移是积分运算，出现待定函数。为了说明这一点，试令 0 xyyx g

0







z
v

y
u0



y
v

，0



x
u

，则有：

积分后，得

oz x

y



y


P


x

y

0

0

u u y
v v x
  

  




1 ( )
2

v u
x y

  
 

 
u0, v0：刚体位移；ω：绕z轴的转动角度。

当形变确定时，与形变有关的位移可确定；与形变无关的刚体位移尚

未确定，需通过边界上的约束条件才能确定。

几何方程
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物理方程——表示（微分体上）应力和形变之间的物理关系，即

广义虎克定律。
回顾一下材料力学中推导过程：

当沿x轴方向的两个对面受有均匀分布的正应力

时，在满足先前假定的材料性质条件下，正应

力不会引起角度的任何改变，而其在x方向的单

位伸长则可表以方程

      
E

x
x


 

弹性体在x方向的伸长还伴随有侧向收缩，即在y
和z方向的单位缩短可表示为：

  
EE

x
z

x
y

mm  ，

应力应变关系，物理方程
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 
 
 

 

)(1

)(1

)(1




















yxzz

zxyy

zyxx

E

E

E

m

m

m

 设图中的弹性体在各面上都受有均匀分布的正应力，

则合成应变的分量可用叠加原理求得。实验证明，

只须将三个应力中的每一应力所引起的应变分量叠

加，就得到合成应变的分量。

单位伸长与应力之间的关系完全由两个物理常数E及µ所确定。两个常数也可

用来确定剪应力与剪应变之间的关系。

应力应变关系，物理方程
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m

m

1

1

1

)(1

)(1

)(1

 111
zxzxyzyzxyxy GGG

ggg  ，，

如果弹性体的各面有剪应力作用，如图所示，任

何两坐标轴的夹角的改变仅与平行于这两轴的剪

应力分量有关，即得到：

 
)1(2 m


EG

式中G称为剪切模量，它与弹性模量E，泊松系

数 µ存在如下的关系：

前面方程中的正应变与方程中的剪应变是各自独

立的。因此，由三个正应力分量与三个剪应力分

量引起的一般情形的应变，可用叠加法求得；即

将上述六个关系式写在一起，称为本构方程或物

理方程，这种空间状态的应力应变关系称为广义

虎克定律。

应力应变关系，物理方程
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mm

m

将应变分量表为应力分量的函数，可称为本构方程的第一种形

式。若将上式改写成应力分量表为应变分量的函数的形式，可

得本构方程的第二种形式：

应力应变关系，物理方程
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用矩阵的形式可将上式表示为：
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应力应变关系，物理方程
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  D称为弹性矩阵，它完全决定于弹性常数E和 m
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应力应变关系，物理方程
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表征弹性体的弹性，也可以采用拉梅(Lam'e)常数G ,

  )21(1
,

)2(1
EG




 





E

G为弹性模量。 

)21)(1(
)-E(12G







本构方程中的弹性矩阵D亦可表示为
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应力应变关系，物理方程
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本构方程的另一种形式是

显然，C=D-1，它和弹性矩阵是互逆关系. 

Cσε 

   
 

 

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 01
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 2 1

C
E

m m
m m
m m

m
m

m

  
   
  

   
 
 

  

其中C是柔度矩阵：

应力应变关系，物理方程
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一般σz=0，εz并不一定等于零，但可由σx及σy求

得，在分析问题时不必考虑。于是只需要考虑

εx, εy和γxy三个应变分量即可，于是应变矩阵可

简化为：

00  zxyz gg ，

)( yxz E
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000  yzzyxzzxz  ，，在平面应力问题中：

由本构方程中后两式可知，这时的剪应变：

 由本构方程中的第三式可得：

平面应力问题的物理方程
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转化成应力分量用应变分量表示的形式：

物理方程简化为：  
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平面应力问题的物理方程
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将上式用矩阵方程表示：

它仍然可以简写为：

弹性矩阵D则简化为：
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因为

由本构方程中后两式可得

又由本构方程中的第三式可见：

在平面应变问题中，虽然
但       一般并不等于零，不过它
可以由       及      求得，在分析
问题时不必考虑，于是也就只有
三个应力分量                   需要考
虑。

00  zxyz gg ，

00  zxyz  ，

)( yxz m 
0z

z
x y

xyyx  、、

0 zxyzz gg在平面应变问题中：

平面应变问题的物理方程
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本构方程简化为：
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将上式用矩阵方程表示：

它仍然可以简写为：

弹性矩阵D则简化为：
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对于两种平面问题，物理方程都可以表示为：

Dεσ 
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平面应力物理方程→平面应变物理方程：

平面问题的物理方程



67

通常把研究对象以外的其它物体称为外界;把属于研究对象本

身并且与外界直接接触的那些接触面称为边界。边界条件是指

边界的形状、边界所受的外力,以及外界给予它的位移限制。

S uσ SS

在弹性力学问题中，弹性体V的全部边界为S,一部分边界上已知

外力       称为力(自然)边界条件，这部分边界用    表示;另一部

分边界上弹性体的位移       已知，称为位移(本质)边界条件，这

部分边界用    表示。这两部分边界构成弹性体的全部边界，即 :            

,u v 
,x yp p σS

uS

o x

y
T

边界条件
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,u u v v  
,u v 在  上弹性体的位移已知为        即有: uS

Ø 位移边界条件

（在  上)uS

位移边界条件的说明：

,0)(   ,0)(  ss vu （在     上）。

⑶ 它是在边界上物体保持连续性的条件，或位移保持连续

性的条件。

⑴  它是函数方程, 要求在    上每一点 , 位移与对应的约束位

移相等。

uS

uS

⑵  若为简单的固定边界，                    则有0u v  

边界条件
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Ø 力边界条件 o x

y

yx
y

P

B

A
xy

x
xf

yf
n

n
pyp

xp

假设在  上给定了面力分量     ，在

考虑一点的应力状态时，若微分体是从

边界上任一点P取出的，则斜面AB就是

边界面，在此面上的应力分量      就

是面力分量     ，而坐标面上的应力

分量         就是应力边界值，与面

力的关系可表示为

,x yp pσS

,x yp p

,x yp p

xyyx σσ , ,

( ) ( )

( ) ( )
x x yx s

y y xy s

p s l m

p s m l

 

 

 

 
     S σp nσ 在 上

矩阵表达式

0
0
l m

m l
 

  
 

n

外法向矩阵

边界条件
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