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• 近场动力学（Peridynamics）基础

• 投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• 半隐式连续迭代法（Semi-implicit Successive Substitution 
Method）

• 场景演示
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近场动力学（Peridynamics）基础

• Local vs. Nonlocal
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 变形（Deformation）
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 键（Bond）和态（State）

𝝃 = 𝒙′ − 𝒙Bond:

State: 

𝐻

𝐀 𝝃 : 𝐻 → 𝐿𝑚， 𝐿𝑚: 𝑚阶张量

𝐀 𝝃

𝐀 𝝃𝝃
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 常用State

• Scalar State

• Vector State

𝑎 𝝃 : 𝐻 → R， R:实数空间

𝑽 𝝃 : 𝐻 → R3，R3: 三维笛卡尔空间

举例：权重函数

𝑎 𝝃 ≡ 𝑊 𝝃

变形态

𝑽 𝝃 ≡ 𝑭𝝃
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 态的代数运算

设 ，𝐀和 𝐁的和（Sum）

设 , 𝐀和 𝐁的组合 (Composition)

设 , 𝐀和 𝐁的点积（Point product）

设 , 𝐀和 𝐁的内积（Dot product）

设 ，𝐀的长度 (Magnitude)

设 , 𝐀的模（Norm）

设 ，的方向(Direction)定义为

设 ，则 与 的二阶张量
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 应变向量态（Deformation Vector State）

( ) ( )[ ] = , ,t t t −Y x, y x + y x [ ]
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 应力向量态（Force Vector State）

[ ]

x xy xz

yx y yz
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 三种典型的非局部应力
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近场动力学（Peridynamics）基础

• 动量方程

 [ ] [ ]t t dV  = − − +
x

y T x, T x , g

𝒇

[ ] [ ]t t − −= T x, T x ,f

( )[ ] [ ]i i j j

j

t t V  = − − +y T x, T x , g
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投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• 约束优化问题

( )( )

1 1

1 1 1

n n n

n n n

int ext

h

h

+ +

+ − +

= +

= + +

y y v

v v M f y f

( ) ( )
2

1

2
2

1
min ,

2

n

i

i

W
h

− +
y

M y s y
2 1n n n

exts h h −= + +q v M f



中国科学院软件研究所
Institute of Software, Chinese Academy of Sciences

半隐式连续迭代法（SISSM）

• 牛顿法（Newton's method）

𝑓 𝑥 = 0
𝑓 𝑥

𝑥∗

𝑥0, 𝑓 𝑥0

𝑓′ 𝑥0

𝑓 𝑥0 + 𝑓′ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0 = 0

𝑥1 = 𝑥0 −
𝑓 𝑥0
𝑓′ 𝑥

𝑥

𝑦

𝑓′ 𝑥 的逆计算困难
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 牛顿法（Newton's method）

Energy Hessian:

𝜕𝐟𝑖
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𝜕𝐅𝑘𝑙
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constant

From Wang’ slides
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 连续迭代法（Successive Substitution Method）

𝑥0𝑥∗
𝑥

𝑦

𝑦 = 𝑥

𝑦 = 𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 = 0

𝑓 𝑥 = 0𝑥 = 𝑔(𝑥) ↔

𝑥 = 𝑔 𝑥0

收敛条件： 𝑔′ 𝑥 < 1
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 连续迭代法（Successive Substitution Method）

• 验证以下函数什么时候收敛？

𝑥0𝑥∗

𝑦

𝑥

𝑦 = 𝑔(𝑥)

𝑦 = 𝑥

𝑔 𝑥 = 𝑥2

𝑔 𝑥 = 𝑥3

𝑔 𝑥 = 𝑥0.5 𝑔’ 𝑥 = 0.5𝑥−0.5

𝑔’ 𝑥 = 2𝑥

𝑔’ 𝑥 = 3𝑥2
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投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• 投影动力学（Projective Dynamics）
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投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• 投影动力学（Projective Dynamics）
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投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• Limitation with projective dynamics

• Global solve cannot handle nonlinear problem

• Local solve cannot handle the diversity in problem stiffness
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投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• 投影近场动力学
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Global step(假设 𝑚 = 1, ℎ = 1)
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Global step(假设 𝑚 = 1, ℎ = 1)
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Global step(假设 𝑚 = 1, ℎ = 1)
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Global step(假设 𝑚 = 1, ℎ = 1)

( )1 * 1 1n n n n
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Global step(假设 𝑚 = 1, ℎ = 1)
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 非线性一维弹簧

( )
2

1 1x x x= − −

1 1x =

( )
2

2x x= −

0

0 0.5x =

( )
2

1 0 2 2.25x x= − =
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2 1 2 0.0625x x= − =
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 非线性一维弹簧
1 1x =0

( )  
2

1 14 4, 0,1k k kx x x x+ += − + 

( )
2

2x x= −

 2

explicit implicit

4 4, 0,1x x x x= − + 

( )  
2

1 1 4
, 0,1

5 5

k kx x x+ = + 
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( )  
2

1 14 4, 0,1k k kx x x x+ += − + 

半隐式连续迭代法（SISSM）

• 非线性一维弹簧
1 1x =0

( )
2

2x x= −

 2

explicit implicit

4 4, 0,1x x x x= − + 

( )  
2

1 1 4
, 0,1

5 5

k kx x x+ = + 
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 超弹性材料

𝐻

𝒙 𝒚

𝑭 =
𝜕𝒚

𝜕𝒙

𝜆1

𝜆2

𝑭 = 𝑹𝑼 = 𝑽𝑹
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 超弹性材料应变能

𝑪 = 𝑭𝑇𝑭𝐼1 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑪 = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2

𝐼2 = 𝑪: 𝑪 = 𝜆1
4 + 𝜆2

4 + 𝜆3
4

𝐼3 = 𝑪: 𝑪 = 𝜆1
2𝜆2

2𝜆3
2

𝜓 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 应变向量态

𝐻

𝐓 𝝃 =
𝜕𝜓

𝜕𝝃
= 𝜔𝑖𝑗𝐏 𝐅 𝐊−1𝝃

𝐓 𝝃𝝃

𝐅 = 𝐲 ∗ 𝐱 = ෍

𝑗

𝜔𝑖𝑗 𝐲𝑗 − 𝐲𝑖 𝐱𝑗 − 𝐱𝑖
𝑇

𝐊𝑖
−1( )( )

T

i ij j i j i

j

 − −= =x xK x x x x

[Silling et al. 2007]
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 应变向量态

Middle Surface

Virtual bond
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 应变向量态（各向同性材料）

𝐓 𝝃 = 𝜔𝑖𝑗𝐏 𝐅 𝐊−1𝝃

𝐓 𝝃 = 𝜔𝑖𝑗𝐔𝑖
෡𝐏𝑖
+ ෠𝐅𝑖 𝐕𝑖

𝑇𝐊𝑖
−1𝝃 + 𝜔𝑖𝑗𝐔𝑖

෡𝐏𝑖
− ෠𝐅𝑖 𝐕𝑖

𝑇𝐊𝑖
−1𝝃

( )ˆ ˆ T

i i i i i=P U P F V

𝐓 𝝃 = 𝜔𝑖𝑗𝐔𝑖
෡𝐏𝑖 ෠𝐅𝑖 𝐕𝑖

𝑇𝐊𝑖
−1𝝃

[Irving et al. 2004]
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 应变向量态（各向同性材料）

516

15
ij ij ir =

𝐓 𝝃 = 𝐔𝑖
෡𝐏𝑖
+ ෠𝐅𝑖 ෠𝐅𝑖

−1𝐔𝑖
𝑇 𝒚𝑗 − 𝒚𝑖

+ 𝐔𝑖
෡𝐏𝑖
− ෠𝐅𝑖 𝐕𝑖

𝑇 𝒙𝑗 − 𝒙𝑖ij

𝒚𝑗 − 𝒚𝑖 = 𝐅𝑖 𝒙𝑗 − 𝒙𝑖

implicit

explicit

ij
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• 运动控制方程



中国科学院软件研究所
Institute of Software, Chinese Academy of Sciences

半隐式连续迭代法（SISSM）

• 收敛性
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Over shooting

( )1 1k k k k

i i i i i+ += + −y y y y

( ) ( ) ( )1 0k k ki
i i i

i

 +
= +  − =
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y y y y
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i
k ki
i i

i


+
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 
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  −
  

y

y y
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半隐式连续迭代法（SISSM）

• Limitation
• Convergence rate

• Only suitable for problem 𝑥 = 𝑔(𝑥 − 𝑥′)
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投影近场动力学（Projective Peridynamics）

• Local step

ijd

 

1  − −

jid trii

tri j

1 t−

t

s

1 s−

trii

tri j

ijd

jid

Additive CCD[Li et al. 2020]
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场景演示

• 多层布料
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场景演示

• 桌布

#Vertex:  40.0K

#Face:  79.2K

dt = 1e-3

Gravity = 1.0 × default
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场景演示

• 布料模拟

#Vertex:  32.8K

#Face:  64.8K

dt = 2e-3

Gravity = 0.1 × default

Average single frame 

time cost: 1/8 s.
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场景演示

• 布料模拟

#Vertex:  14.3K

#Face:  28.3K

dt = 1e-3

Gravity = 1.0 × default

Average single frame 

time cost: 1/22 s.
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