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1.研究背景
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AI4PDE
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研究背景
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传统数值仿真方法普遍存在计算量大、求解时间长等弊端，尤其是针对复杂问
题的仿真分析。比如精细血管中流固耦合的仿真分析，有限元方法的计算时间
可能长达上百小时，这个时长是令人难以接受的。虽然等几何方法可以将仿真
时间降低数倍，但仍旧无法适应实时仿真的任务场景。

传统数值仿真方法的求解过程十分繁琐，不仅容易出错，而且仿真的结果可能
也无法令人满意。于是，人们希望借助深度神经网络(DNN)强大的逼近能力以
更稳健更方便的方式解决这些复杂问题，以达到在基本保持精度的前提下有效
降低仿真时间的目的。



研究背景
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基于深度学习的等几何分析主要使用数据驱动方法，利用等几何方法制作面
向不同仿真问题的多种拓扑结构数据集。

基于等几何方法制作数据集有诸多好处：

①基函数内部具有高阶连续性，且通过升阶操作可以增加基函数的连续性，

因此 IGA 数值解是连续光滑的，通过神经网络预测得到的解在某种程度上

能保留此特性；

②在优化解的过程中，CAD与 CAE 不需要交换数据，因此 IGA 的分析过程

十分快速，制作数据集更加便捷；

③不用对几何模型和分析模型进行转换，因此不会造成模型的精度损失，得

到的数值解更加精确，数据集质量更高，更利于神经网络训练。



如何实现拓扑一致模型的分析重用？
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拓扑一致模型的分析重用
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只是实现了分析加速
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只是实现了分析加速
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如何真正实现分析重用？深度学习提供了可能！
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2.基于卷积神经网络的等几何分析



卷积神经网络
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卷积神经网络(CNN)的基本结构由以下几个部分组成：
输入层，卷积层，池化层，激活函数层和全连接层。

输
出
结
果



卷积神经网络
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输入层: 输入的二维矩阵。如图片就是二维像素矩阵。

卷积层：对二维矩阵（不同的数据窗口数据）和滤波矩阵（一组固定的权重：因
为每个神经元的多个权重固定，所以又可以看做一个恒定的滤波器）做内积（逐
个元素相乘再求和），以完成对图像局部特征的提取操作。

图中左边部分是原始输入数据，图中中间部分是滤波器，图中右边是输出的新的二维数
据。中间滤波器与数据窗口做内积。每次滤波器都是针对某一局部的数据窗口进行卷积
，这就是所谓的CNN中的局部感知机制。

在更高层将这些感受得到的不同的局部神经元综合起来就可以得到全局的信息。



卷积神经网络

18

池化层：将输入矩阵某一位置相邻区域的总体统计特征作为该位置的输出。主要有
平均池化、最大池化等。简单来说池化就是在该区域上指定一个值来代表整个区。

激活函数层：使用非线性激活函数可以得到非线性的输出值，帮助网络学习数据中
的复杂模式。常见的激活函数有Sigmoid、tanh和Relu等。

Relu图像

全连接层：自动提取图像特征，得到需要的输出结果。



基于卷积神经网络的等几何分析
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基于卷积神经网络的等几何分析方法(IGA-Reuse-Net)旨在拓扑一致的 B 样条模型上
快速求解偏微分方程(PDE)，并得到光滑连续的高精度预测数值解。
目前求解的PDE主要为基于狄利克雷边界条件的二维泊松方程：

一组拓扑一致的 B 样条模型只有控制顶点的坐标值不同。同一物理问题在一组拓扑
一致B 样条模型上的IGA 仿真数值解中只有系数不同。
综上，可确定卷积神经网络的输入输出，将 B 样条模型控制顶点的坐标作为输入，
该模型对应数值解的系数作为输出。

将网络预测的系数与与样条基函数 线性组合以构造网络预测数值解

CNN



数据生成及预处理
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IGA-Reuse-Net采用数据驱动的方式训练深度神经网络模型。目前不存在现成数据集供

使用，提出了一个流程以生成多个面向不同仿真问题且拓扑结构不同的数据集。

为了生成用于训练的数据，需要制作多个拓扑一致的样条模型，并用等几何分析库求解

偏微分方程获得数值解的系数作为标签数据。自制数据集的主要步骤包括：

步骤一：制作拓扑一致的 B 样条模型；

步骤二：对 B 样条模型归一化；

步骤三：使用等几何分析库求解偏微分方程；

步骤四：根据CNN的输入输出格式，转换 B 样条模型以及 IGA 数值解系数的格式。



制作拓扑一致的 B 样条模型
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首先制作若干不同形状的 B 样条模型，其次通过程序对手动调整的模型进行不

均匀缩放，从而批量化生成更多拓扑一致的 B 样条模型。

1-亏格模型由4片B样条组成，每片样条的控制网格大小均为5×5，各参数化方向的阶数均为4。
该组模型共有5880个不同形状的带孔模型。

花朵模型由5片B样条组成，每片样条的控制网格大小均为5×5，各参数化方向的阶数均为4。
该组模型共有4000个不同形状的花朵模型。

人体模型由15片B样条组成，每片样条的控制网格大小均为4×4，各参数化方向的阶数均为4。
该组模型共有6300个不同形状的人体模型。



对 B 样条模型归一化
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随着求解区域的缩放，偏微分方程的数值解不成规律地变化。如果不对几何模型

的大小加以限制，泊松方程的数值解将是无界的，这对神经网络的学习造成极大

的障碍。因此，有必要对上节制作的 B 样条模型进行归一化，将模型大小限制在

[0,1]×[0,1]范围内。

首先找出B样条模型所有控制顶点x坐标和y坐标的最小值与最大值，随后计算缩放
比例s：

然后得到控制顶点的归一化坐标：

至此即可完成对一个B样条模型的归一化操作。



使用等几何分析库求解偏微分方程
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使用等几何分析库在归一化的 B 样条模型上求解泊松方程，然后从各

模型的IGA数值解中提取系数作为标签数据并用于网络训练。

在利用 IGA 库求解的过程中可对样条模型进行细化操作。通常，加细程

度越高，IGA 数值解的精度越高，但同时时间成本也在增加。

在 IGA 库的求解过程中对所有样条模型均进行h型细化，并且是均匀加细
，即均匀插入节点。

对1亏格模型均匀加细两次，求解的自由度为 404
对花朵模型均匀加细两次 ，求解的自由度为 561
对人体模型均匀加细一次 ，求解的自由度为 305

h细化



转换格式
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基于卷积神经网络架构，将样条模型的控制顶点 与 IGA 数值解中的系数 转换成
矩阵格式数据。

首先从归一化的 B 样条模型中提取控制顶点，图(b)中的黑色圆点表示控制顶点。然后
根据 通过控制顶点 的坐标 得到在M×N矩阵中的下标
从而得到关于控制顶点的像素矩阵，如图(c)所示，纯黑色“×”表示控制顶点，浅灰色圆
点表示填充 0。

得到所有控制顶点的下标后，在矩阵中填入不同的值可得到不同含义的矩阵。

在控制顶点处填充1，可得到标记控制顶点位置的0 -1矩阵。
在控制顶点处填入控制顶点的x与y坐标，可得到控制顶点的x与y坐标矩阵。
数值解的系数与控制顶点一一对应，在控制顶点处填入系数值可得到系数矩阵。



UNet3+
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基于卷积神经网络的等几何分析使用的卷积网络模型主要基于在UNet以及 UNet++基

础上改进的UNet3+架构，是一种基于编码器-解码器结构的卷积神经网络。

编码器模块，通过多次卷积和池化操作将图像特征逐步缩小、抽象化，以提取高维特征。

解码器模块，通过反卷积或上采样操作使得特征尺寸逐层变大，直至恢复原图像尺寸。在上采样的过程中通过跳接

融合了编码器模块的低层特征。

基于 UNet 与 UNet++，UNet3+采用全尺度的跳接，捕获全尺度下的低层细节与高层语义，全面探索信息。

UNet3+中在解码器中可融合来自编码器低层和相同层的特征图以及来自解码器低层的特征图。

通过全尺度的跳接，UNet3+不仅可提高预测精度，还可减少网络参数，提高计算效率。



ISSA
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除了经典的 UNet3+架构,IGA-Reuse-Net还使用了自注意力模块。

自注意力机制不再将注意力聚焦在少量特征上，而是更关注特征之间的关系，它能更

好地捕捉特征之间的相关性。

交错自注意力(Interlaced Sparse Self-Attention, ISSA)计算所有像素点两两之间的权

重，在模型训练及测试中提供全局参考，以增强卷积网络模型的预测能力。



IGA-Reuse-Net
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IGA-Reuse-Net整体网络架构如下图所示

图中编码器的Down-sampling即下采样操作包括最大池化操作和一个卷积块。

解码器中的 Up-sampling 即上采样操作包括双线性插值（bilinear）的上采样操作和一个

卷积块。每个卷积块包括卷积计算、批归一化以及非线性的激活函数等模块。

图中虚线表示跳跃连接，这些跳接模块由最大池化操作或上采样操作和一个卷积块组。

在输出层前，添加了一个 ISSA 模块该模块为每个像素提供全局参考。



损失函数
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通过计算一一对应数据点之间误差平方的均值即可得到均方误差:

将 B 样条模型与数值解中的系数转换成矩阵格式数据时，在二维像素矩阵中，除了填入

控制顶点坐标、系数等有用的数值，还填充了大量 0。

均方误差中就包含了填充 0 的误差计算，会参与反向传播以及更新网络参数等过程，神

经网络需要花费大量精力拟合这些无用数据，对训练过程产生一定程度负面影响。

因此提出系数的误差作为损失函数。该函数只衡量预测系数与 IGA 数值解系数之间的 L1 

距离：

Lu 只计算系数之间的误差，该误差引导神经网络专心拟合系数的值，避免在填充 0 的拟

合上花费大量精力



损失函数
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系数损失函数简单直接，它只计算了一一对应系数之间的误差。但这些系数

是一个整体，它们与样条基函数线性组合用于表示整个模型的 IGA 数值解。

我们的最终目标是得到偏微分方程的数值解，预测系数只是一个中间环节。

因此提出网络预测数值解与 IGA 数值解的误差作为损失函数:

系数损失函数 是一个直接的损失函数，它侧重降低系数的误差
数值解损失函数 是一个间接的损失函数，从整体考虑系数之间的关系，
侧重降低数值解的误差。

结合这两个损失函数作为网络模型的优化目标：

α和β表示权重，均设为 1。



测试指标
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系数以及数值解的绝对误差指标的计算方式同损失函数中 和 的计算方式

数值解的相对误差是网络预测解与IGA数值解之间的相对误差：

该指标方便用于比较不同网络模型的预测效果。

偏微分方程的后验误差能够表明神经网络预测的数值解是否满足偏微分方程本身规律。
我们目前主要求解的是泊松方程，其后验误差的显式表示比较容易推导。
其公式如下：



数据集
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目前实验主要在三种不同拓扑的几何模型上求解两种不同右端项的泊松方程。

第一种右端项函数是一个常数 ,,此时泊松方程的数值解如图(a)所示，该数值解在几何模
型中间的数值最高，在向边缘扩散的过程中逐渐减小，直至边界降为 0。
在人体模型上、花朵模型上以及 1 亏格模型上求解 f1右端项的泊松方程后制作的数据集分别记
作

第二种右端项函数是一个周期性变化的函数 ，此时泊松方程的数值解
如图(b)所示。该数值解在几何模型内部存在一个极大值和一个极小值，并分别以极大值和极小
值为中心向周围扩散。
在人体模型上、花朵模型上以及 1 亏格模型上求解 f2右端项的泊松方程后制作的数据集分别记
作 和



部分实验结果展示
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实际数值解 预测数值解 数值解绝对误差 数值解相对误差 数值解分布



3.基于图神经网络的等几何分析



图神经网络
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深度学习在许多领域的成功部分归功于快速发展的计算资源(如GPU)、大训练

数据的可用性，以及从欧几里得数据（如图像、文本和视频）中提取潜在表示

的有效性。

语音、图像、文本都是很简单的序列或者网格数据，是很结构化的数据，传统深度学

习很善于处理这种欧几里得数据。



图神经网络
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然而并不是所有的事物都可以表示成一个序列或者一个网格，例如社交网络、知识图
谱、复杂的文件系统等（如下图），很多事物都是非结构化的。

图数据的复杂性给现有的深度学习算法带来了重大挑战。导致一些重要的操作 (比如卷
积)在图像域中容易计算，但很难应用到图域中。
1.图的大小是任意的，图的拓扑结构复杂，没有像图像一样的空间局部性
2.图没有固定的节点顺序，或者说没有一个参考节点
3.图经常是动态图，而且包含多模态的特征
为此，图神经网络(GNN)应运而生。



36

图神经网络

图神经网络主要依托消息传递/邻域聚合机制



IGA-Reuse-Net的缺陷
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①IGA-Reuse-Net将控制顶点映射到一个𝑀×𝑁的二维矩阵中，间接地将控制顶点输入卷
积神经网络。大量无用信息(冗余的非控制点)影响卷积的速度和准确率。

②但随着模型复杂度的升高，控制顶点个数急剧增加，映射到二维矩阵的过程变得越来越
复杂。并且由于每个模型控制顶点坐标不一样，因此都需要一个映射文件。

③控制顶点及其邻接关系本质上是一个无向图，图神经网络正是用于处理这种非结构化数
据的网络架构。图结构更适合表示B样条数据，且更容易扩展到三维空间的任意几何模型
上。由于一组拓扑一致的B样条模型邻接关系固定，可以共用同一个映射文件。

④B 样条基函数具有局部支撑性，相邻的控制顶点之间存在很强的联系。
而图卷积正是一个关于邻域节点的操作，能够有效地从邻域中提取信息。

为了改进基于卷积神经网络的几何分析方法IGA-Reuse-Net，我们提出了基于图神经网络
的等几何分析方法IGA-Graph-Net。



IGA-Graph-Net
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1.提出了基于图神经网络的等几何分析框架IGA-Graph-Net, 能够在具有复杂边界的拓扑
一致模型上快速预测连续光滑的更高精度数值解。

2. 制作了适用于图神经网络的等几何分析数据集，并且增加初始特征以强化表达能力。

3. 结合ResNetV2架构改进了Point Transformer结构并且使用了适用于狄利克雷边界条件
的损失函数。



数据集制作
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将控制顶点作为节点，控制顶点的连接关系作为边，样条模型的控制网格很
容易转成图结构数据。

输入图神经网络的节点特征由四维向量组成：

[x] & [y] 代表控制点的坐标。

[bd] 用于标记控制顶点是否位于几何模型的边界上。1代表位于边界，0代表不在边界上。
在几何模型中相邻样条的边界是重合的，因此存在一些重复的控制顶点。

用 [share]标记被共用的控制顶点。0代表不被多片b样条共用，1代表被两片b样条共用，
2代表被三片b样条共用，以此类推。



Point Transfomer
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IGA-Graph-Net所使用的图神经网络模型主要为基于ResNetV2改进的Point Transfomer模型

Point Transfomer诞生于点云领域。
在分类、部件分割以及语义分割等
方面展现出优异的性能。

然而其优秀的捕捉局部信息的能力
使其对于我们的工作有很高的适配
性。

Point Transfomer主要有两大优势：

1. Point Transfomer对于点对计算的是他们之间的向量注意力，向量注意力能够调节单个
通道的特征。

2.Point Transfomer引入了坐标位置编码
其中pi和pj是点i和点j的空间坐标，θ是具有两个线性层和一个ReLU层的非线性多层感知
机(MLP)。



Point Transfomer
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位置编码对自注意起着重要作用，使算子能够适应数据中的局部结构。
位置编码δ对于注意力产生分支和特征转换分支都很重要。因此在两个分支中都加入了δ。

点云领域的Point Transfomer层可用如下公式表示：

注意产生分支：利用减法关系计算向量注意力

特征转换分支：将点特征映射到高维空间

是点的局部邻域，通过KNN算法得到，然而在GNN中，B样条数据天然包含了邻域信
息，精确的邻域信息能够提升训练效率与精度。

GNN领域中的Point Transformer层可表示成如下形式：



过平滑
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过平滑（over-smoothing）是GNN特有的现象，指的是在进行多次信息传递后，节点之
间的特征逐渐趋于相似或一致，导致节点的区分性降低。

过平滑现象可能会导致以下问题：

1.信息丢失：当图神经网络过平滑时，节点之间的特征变得相似或一致，导致原始图中的重要信息被
模糊或丢失。这可能导致难以区分不同节点或子图之间的差异。

2.高度连接的节点：在过平滑情况下，节点之间的特征变得相似，可能会导致高度连接的节点形成一
个连续的块或子图，而与其他节点之间的连接较弱。这可能导致无法准确地对图结构进行建模。

3.节点分类或拟合性能下降：由于过平滑现象降低了节点之间的区分性，节点分类或者拟合任务的性
能可能受到影响。模型可能无法准确地将具有相似特征的节点分类到正确的类别或拟合希望的数据。

多层GNN使得节点分类能
力下降，节点特征不具有
区分度。



ResNetV2
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在图神经网络中引入残差连接机制，深层单元的特征可以由浅层单元的特
征和残差函数相加得到，可以帮助信息在网络中更好地传播。
这样可以减轻特征的过度平滑，并促进节点之间的信息流动。

通过移动各层位置，ResNetV2发现将激活函数（ReLU 和 BN）都移动到权值层
（Conv）之前，形成一种预激活（pre-activation）能得到最好的效果。
因为在这种情况下，保证前向传播和反向传播过程中的信息畅通无阻，真正实现
了恒等映射。



IGA-Graph-Net
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IGA-Graph-Net的网络架构如下图所示，结合了ResNetV2的PointTransformer层
构成了中间的残差单元，而输入部分和输出部分分别由一个MLP组成。
网络的输入数据为制作数据集时提及的点的四维特征和邻接矩阵所组成。
输出数据与IGA-Reuse-Net一样，为每个点的系数误差。

同时，我们引入新的适用于狄利克雷边界条件的损失函数用于训练

此损失函数只计算非边界点的系数绝对误差，由于狄利克雷边界条件边界值固定，预
测其值并没有必要。忽略边界对于效率和性能都有一定提升。
同时我们发现在GNN中，放弃综合数值解绝对误差的总损失函数，单纯计算系数绝对
误差，在不影响预测精度的情况下提升了效率。



4.结果展示与未来展望



结果对比
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对于hole_f1，flower_f1，human_f1以及human_f2数据集，基于GNN的IGA-
Graph-Net都对于基于CNN的IGA-Reuse-Net表现出了巨大的优势，对于预测误
差有明显下降。

而对于flower_f2和hole_f2数据集，IGA-Graph-Net虽然预测误差仍低于IGA-
Graph-Net，但优势并不明显。推测由于1亏格模型和花朵模型细化了两次，点分
布较为密集，加剧了过平滑现象，再加上周期性泊松方程进一步提高了训练难度
，导致IGA-Graph-Net并未展现出更大的优势。

同时，我们制作了两者之间的可视化对比结果。



实际数值解 CNN预测解 GNN预测解 数值解分布

CNN数值解 GNN数值解 CNN数值解 GNN数值解
绝对误差 绝对误差 相对误差 相对误差

结果对比（hole_f1）
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实际数值解 CNN预测解 GNN预测解 数值解分布

CNN数值解 GNN数值解 CNN数值解 GNN数值解
绝对误差 绝对误差 相对误差 相对误差

结果对比（hole_f2）
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实际数值解 CNN预测解 GNN预测解 数值解分布

CNN数值解 GNN数值解 CNN数值解 GNN数值解
绝对误差 绝对误差 相对误差 相对误差

结果对比（flower_f1）
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实际数值解 CNN预测解 GNN预测解 数值解分布

CNN数值解 GNN数值解 CNN数值解 GNN数值解
绝对误差 绝对误差 相对误差 相对误差

结果对比（flower_f2）
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实际数值解 CNN预测解 GNN预测解 数值解分布

CNN数值解 GNN数值解 CNN数值解 GNN数值解
绝对误差 绝对误差 相对误差 相对误差

结果对比（human_f1）
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实际数值解 CNN预测解 GNN预测解 数值解分布

CNN数值解 GNN数值解 CNN数值解 GNN数值解
绝对误差 绝对误差 相对误差 相对误差

结果对比（human_f2）
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未来展望

53

1. 改进网络结构，使其更适合于PDE求解任务。目前所用的网络架构主要

从点云领域迁移过来，有很大的改进空间。

2. 扩充数据集类型（PDE类型，边界条件）

3. 目前求解的问题均基于二维问题，未来可把工作推广至三维问题。

4. 探索基于物理的无监督学习方法。目前以数据驱动的方式训练神经网络

，需要提供几何模型数值解的系数作为标签数据。训练精度很依赖于数

据集质量。



课 程 总 结



课时安排

l 【第一讲】CAE与等几何分析介绍

l 【第二讲】曲线曲面曲体建模基础

l 【第三讲】有限元分析与网格生成

l 【第四讲】等几何分析中的计算域参数化I

l 【第五讲】等几何分析中的计算域参数化II

l 【第六讲】基于等几何分析的Poisson问题求解

l 【第七讲】基于等几何分析的线弹性问题求解及GIFT方法

l 【第八讲】基于等几何分析的超弹性问题求解及等几何配点法

l 【第九讲】等几何形状优化

l 【第十讲】等几何拓扑优化

l 【第十一讲】基于体细分的等几何建模仿真优化一体化框架

l 【第十二讲】基于深度学习的等几何分析及课程总结
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课程内容回顾
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https://www.bilibili.com/video/BV1dM4y117PS



等几何分析发展趋势
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等几何分析需要解决的挑战性科学问题及工程问题
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l 适合等几何分析的最优样条模型

l 直接基于曲体的复杂模型造型方法

l 体细分在奇异点/奇异边处的连续性

l 三维结构化体参数化拓扑构造问题

l 带有裁剪曲面边界的体参数化方法

l 等几何在奇异点/奇异边处的收敛性

l 时变复杂流体问题等几何分析求解

l 超弹性材料非线性动力学问题求解

l 拓扑及形状优化问题的进一步扩展

l 三维复杂等几何分析工业软件开发



感谢大家的支持！

请大家多多宣传我们的教学资源！




