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IGA-meshing



IGA为CAGD提出了复杂曲体建模的需求

• 曲线曲面à曲体

• 复杂曲体建模问题:
给定⼀个复杂拓扑六面体控制⽹格，构造
相应的样条曲体表示



预处理---- 基于加权排序的六面体网格简化（CAD2021）
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预处理---- 基于加权排序的六面体网格简化（CAD2021）



预处理---- 基于加权排序的六面体网格简化（CAD2021）



解决方案

• 细分曲线曲面à细分曲体（体细分）



Limit point formula of CCSS



Catmull-Clark Subdivision Volumes



Catmull-Clark Subdivision Volumes



Catmull-Clark Subdivision Volumes





Number of faces and cells around extraordinary points 



Main result



Application of limit point formula

n Applications

Ø Spline volume approximation of Catmull-Clark subdivision volume 

Ø Spline volume interpolation of hex-mesh

n Proof

Ø Subdivision matrix
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Mask for the regular part



Mask for the irregular part



'()*



+#,-./



Interpolatory Catmull-Clark Volumetric Subdivision 
over Unstructured Hexahedral Meshes  for Modeling 

and Simulation Applications
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Bernard Mourrainc, Yongjie Jessica Zhangd























基于体细分的复杂六面体网格模型交互式构造方法



骨架节点编辑 角度调整 中间体生成 拓扑分裂

体细分新增填充层单元质量优化
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[1] F, Livesu M, Puppo E, et al. Extraction of the Quad Layout of a Triangle Mesh Guided by Its Curve Skeleton[J]. ACM Transactions On Graphics (TOG). 2015, 
35(1): 1-13.

(a)没有进行旋转优化的六面体网格 （b）进过旋转优化的六面体网格
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（a）未进行中间连接体的连接 （b）中间连接体的生成 （c）出现重叠的情况 （d）/012345&6789
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MSJ 最小雅可比值

ASJ 平均雅可比值
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[2] Xu K, Gao X, Chen G. Hexahedral mesh quality improvement via edge-angle optimization[J]. Computers & Graphics. 2018, 70: 17-27.
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模型优化前 模型优化后

模型 Vertices Hexahedron MSJ ASJ Vertices Hexahedron MSJ ASJ

椅子 38 880 31 744 0.053 0.903 52 448 45 312 0.263 0.911 

蚂蚁 36 801 29 696 0.053 0.833 50 243 43 136 0.224 0.847 

卡通 21 465 16 896 0.070 0.831 30 043 25 472 0.261 0.859 

圆口 98 073 86 528 0.070 0.979 120 987 109 440 0.360 0.978 

方口 98 073 86 528 0.070 0.984 120 987 109 440 0.225 0.981 

仙人 13 689 10 752 0.070 0.867 19 195 16 256 0.301 0.897 

树枝 38 097 30 720 0.031 0.857 52 051 44 672 0.209 0.870 



六面体网格质量分布图

六面体网格质量分布图
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[3] Xie J, Xu J, Dong Z, et al. Interpolatory Catmull-Clark volumetric subdivision over unstructured hexahedral meshes for modeling and simulation applications[J]. 
Computer Aided Geometric Design. 2020, 80: 101867.
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三维线弹性问题

弹性力学的理论建立在几何方程、平衡方程和本构方程三组
方程基础之上。其中线弹性问题的表达式为：

狄利克雷约束和诺依曼约束为



三维线弹性问题的IGA离散表达式
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根据IGA等参单元思想，其中涉及到物理空间、参数空间、基
准空间的雅可比变换，对于积分式采用高斯积分法进行求解刚
度矩阵。
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形状优化的目标函数



形状灵敏度的计算

目标函数的拉格朗日表达式的形状导数表示为：

式中μ、λ为材料常数，v为形状位移

为了达到结构柔度下降的目标方向，形状位移v表示为：



IGA形状优化求解框架



数值实例
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• 拓扑优化是一种具有创新性的概念设计技术，在产品设计的最
初阶段，设计人员确定设计空间、设计目标、设计约束和制造
工艺约束等

拓扑优化技术（Topology optimization）
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Example  I



Examples I

Volume fraction: 53.6% Volume fraction: 63.6% Volume fraction: 79.4%



Examples II



Examples III



AVoxel B;CD



Examples III



AEFGHCD I



AEFGHCD II
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Advantages of the proposed framework

• Seamless data integration of geometric modeling, physical simulation and shape/topology

optimization, which is currently a bottleneck problem in generative design;

• Efficient simulation/optimization framework due to IGA properties;

• Re-mesh-generation is avoided during the shape/topology optimization;

• The final shape/topology optimization results have a spline representation, which can be 

imported to CAD applications directly;

• Subdivision representation naturally has a multi-resolution scheme, by which computational 

efficiency can be significantly improved for high-resolution design optimization.




