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n 结构优化设计以力学原理和数学规划算法为基础，通过最优化方法改变工程结构的尺寸、形
状和拓扑构型，在给定的设计空间和约束条件下，实现结构的最优性能设计，进而提出创
新设计方案。

n 通常，需对优化结果进行必要的后处理（如光滑和局部补强等），得到满足设计规范和工艺
要求的结构优化设计。由于结构优化技术可以提供新的设计方案，已广泛应用于航空航天、
汽车、机械、土木及船舶工程等领域。
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形状优化介绍
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n 形状优化是一种通过调整物体几何外形来提高产品结构性能的方法。在等几何分析框架中，它通常以控制点坐标为
设计变量，以物理性能指标（如柔度，最大位移，最大应力等）为目标函数或约束函数，构建数学优化模型，寻找
最佳几何结构。

n 形状优化可以高效地生成合理的工程设计方案，其发展至今已经成为工业设计和制造领域的重要部分。通常，形状
优化过程分为三个部分：参数化几何描述和更新（设计模型）、结构响应分析（分析模型）和优化算法。其中，设
计模型使用控制几何外形的样条或网格来描述；分析模型使用等几何分析/有限元法等数值方法计算结构响应；最后
由优化算法控制优化方向，不断迭代收敛到极值。

形状优化问题的数学模型如下:

针对不同的优化问题，优化模型有多种不同的表达形式。通常有柔度、节点位移、最大应力、
体积四种目标函数，其中体积和最大应力通常也作为不等式约束使用。



优化目标
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（1）柔度：
柔度又称为结构应变能，指物体在受力平衡下存储的应变能大小，柔度值越大物体的稳定性
越差，所以一般目标函数设定为柔度最小。柔度优化问题通常使用体积或面积作为不等式约
束，问题可简述为：

其中V * 是约束的体积或面积上限
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（2）节点位移：
节点位移作为目标函数时，优化目的是使模型在受力平衡时，某一物理点的位移量最小化。
通常情况下，约束是模型的体积或面积，问题形式如下：

其中𝑰是一个只有 0 和 1 的向量，向量长度等于控制点的数量。 𝒖!则根据具体问题进行调整：如果位移节点是某个
控制点，则𝒖!是各控制点上的位移值，𝑰在该控制点索引处值为 1，其它位置均为 0；如果位移节点是某个已知参
数坐标的物理点（非控制点），则𝒖!是各位移点在该参数坐标下的位移值，𝑰在所有与该参数点关联的索引处取1，
其它位置处取 0。
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（3）最大应力：
为防止结构断裂，设计者需要设法减小断裂处承受的应力值。虽然柔度的减小也能降低整体
的平均应力值大小，但柔度往往关注整体区域内能大小，而忽略某些局部区域的应力可能会
超出材料承受的范围，因此优化中常常使用最大应力最小化作为目标函数。最大值最小化的
直接数学形式是不可导函数，通常会选用 p-norm 方法间接实现，优化问题表述如下：

其中 npts为采样点个数，𝜎为应力值。𝑝是一个正整数，当𝑝足够大时，所有应力值中最大值
的𝑝次方结果远远大于其它数值，因此开𝑝次方根后目标函数值约等于最大应力数值。经实验
测试，𝑝取值在 40 以上能基本满足需要。
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（4）体积或面积：
模型体积或面积是模型成本的一个重要指标，一般以约束形式将目标体积限制在某个范围内
来控制产品成本，然后优化模型其它性能。有时也会以体积为目标函数，最大应力为约束条
件优化形状，问题简述为：

其中 𝑉!Ω是参数单元的体积，|𝐽|是单元的雅可比行列式。对于三维模型，如果参数单元是形
如[0,1] × [0,1] × [0,1]标准的参数域，则模型的体积等于各单元雅可比矩阵的行列式之和。
同理在二维模型标准参数域下，模型的面积等于各单元雅可比行列式之和。



优化算法
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优点：
1. 可以处理复杂的非线性问题
2. 随着迭代次数的增加，求解的
精度逐渐提高

3. 求解效率高，可适用于大规模
问题

缺点：

1. 对于某些类型的问题，该算法
可能会陷入局部极小；

2. 目标函数变化过于剧烈或约束
条件变化过于剧烈时，可能会
失效



优化算法
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形状优化问题具有可求导的性质，因此可以采用基于梯度的移动渐近线（MMA）求解问题，其思想是
将问题分解成多个近似凸子问题，通过迭代每个子问题得到原问题的解。其求解形式如下：

其中s"是原问题的设计变量， α"和β"是子问题的下界和上界。 a#, a$ , 𝑐$和𝑑$是常系数，其值决定求解问
题的类型， 𝑦$和𝑧是引入的新变量，通过求解方程获得。 α" , β"控制着问题的求解方向，其值直接影响问
题的收敛性，所以该项又称为移动渐进线的边界，表示形式如下：

其中𝑘,𝜆用于控制渐进线的移动。为了使得渐进线的移动足够灵活，设计了如下的规则确定每次迭代的l"
(&)

和𝑢"
(&)
数值大小：

如果𝑘 = 0或𝑘 = 1时，上下渐近线需满足：
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如果𝑘 ≥ 2且𝑠!
(#) − 𝑠!

(#%&)
和𝑠!

(#%&) − 𝑠!
(#%')

符号相反时，满足：

否则，需满足：

根据上述公式，在每个迭代步骤中根据梯度信息移动渐近线范围，
将设计变量收敛到最优值。
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n 结构灵敏度所求的就是目标函数对设计变量的导数。结构灵敏度在结

构优化、可靠性评估和参数识别时都起到先决条件的作用。

n 结构的优化设计，其求解的效率在很大程度上依赖于设计灵敏度分析

的效率和精度。

n 目前结合有限元求解结构灵敏度的主要方法有解析法、有限差分法、

半解析法、复变函数法、伴随变量法等方法。

n 解析法发展最早，它的优点是可以得到准确的结果。但是对于不同的

单元，不同的设计参数都必须进行不同的理论推导，且推导过程都较

为复杂。
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灵敏度分析是用于评估目标函数对设计变量扰动的敏感性指标，灵敏度数值代表模型目标受到
该设计变量的影响程度，在评估模型的鲁棒性和确定优化问题搜索方向上极为有效。等几何形
状优化过程中，几何域Ω会因设计变量的变化而变化，但相应的参数域%Ω不会受到影响，从而使
单元保持良好的质量。假设目标函数为𝑓，其对设计变量𝑥"的一阶导数为：

其中𝑓对𝑥"微分的值通常为 0，𝑓对𝒖的微分可根据目标函数或其展开形式直接计算，因
此仅有𝑑𝒖/𝑑𝒙𝒊是未知项。通过求解离散系统平衡方程𝑲𝒖 = 𝑭的导数获得位移导数的具体
形式，如下：

联立式(1)(2)可得最终的导数求解形式：

(1)

(2)

(3)
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联立(1)(2)等式可得最终的导数求解形式：

上式中涉及矩阵的逆求解，然而直接求逆的成本很大，一般会使用伴随方
法将逆的求解转为方程组的求解，如下：

再将结果代入导数最终的求解形式中，执行一系列矩阵运算求得导数值：

其中式(4)的函数与具体的设计变量无关，其值可重复用于式(5)中计算目
标函数或约束对不同设计变量导数值。由于线弹性和超弹性材料特性不同
，因此载荷向量和刚度矩阵对设计变量的导数表示形式也不同，需要分
别求解。

(4)

(3)

(5)
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由上述的单元离散平衡方程式可知，具体的单元刚度矩阵和单元载荷向量的形
式表示为：

根据导数的链式法则，线弹性下的刚度矩阵和载荷向量对设计变量的导数形式
表示如下：

其中𝒙是样条物理点坐标矩阵，𝒑和𝒕通常是𝒙的函数或常量，因此其导数形式可
以直接给出，所以问题灵敏度计算最终转化为求𝑩′，|𝑱| ′，𝑵′，𝒙′的值，() ′表示
𝜕()/𝜕𝑥(。
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矩阵𝑩 = 𝑳𝑵由基函数对物理坐标的导数线性组合组成，定义矩阵𝑮存储所有
基函数对物理坐标的导数，定义矩阵3𝑮存储所有基函数对参数坐标的导数，
形式如下：

显然，上述两矩阵可通过积分的链式法则连接，即𝑮 = 𝐽()3𝑮。矩阵𝑩′的值可以通
过矩阵𝑮′线性组合得到，组合方式和原𝑮的方式一致，而矩阵3𝑮与物理坐标无关，
且雅可比矩阵由矩阵3𝑮和𝒙组合，形式为𝑱 = 3𝑮𝒙，所以𝑮′矩阵最终的表示形式为：

同理雅可比矩阵行列式的导数|𝑱|′也可以转换为和𝒙′相关的形式，如下：



灵敏度计算
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其中基函数𝑵′与物理坐标无关，最终各灵敏度的计算结果由物理坐标对设计变量的导数决定。
根据样条坐标映射关系，物理坐标由物理控制点坐标和基函数组合，形式表示如下：

其中𝐴是控制点序号。由于设计变量是控制模型外部几何形状的控制点，其值与矩阵𝑷中某一元素
相对应，所以上式中仅有矩阵𝑷与设计变量相关，其导数的最终形式为：

式中值为 1 的元素序号为选择的设计变量在控制网格中的序号，由于控制点具有多个维度，因此
设计变量的选择需要具体到某一控制点的某个维度上。



19



20



21



目 录

1. 线弹性形状优化

2. 三维形状优化

3. 超弹性形状优化



23



24



25



26



27



28



29



30



目 录

1. 线弹性形状优化

2. 三维形状优化

3. 超弹性形状优化



超弹性问题求解



优化框架流程

33



优化问题的一般数学公式可以表述为：

优化算法：
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设置优化目标为达到最小柔度时的优化模型为：
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设置优化目标为达到最小应力时的表达形式为：
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设置优化目标为达到最小位移时的优化模型为：

设置优化目标为达到最小面积（体积）时的表达形式为：
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形状优化
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分析模型：细网格，用于计算灵敏度

设计模型：粗网格，用于控制形状变化

J细网格

粗网格

形状优化
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悬臂梁模型

形状优化
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带孔平板模型

形状优化



圆角板

形状优化
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位移

应力

体积梁模型

形状优化
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开口扳手模型

形状优化
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