
第八讲
基于等几何分析的超弹性问题求解

及等几何配点法
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1. 非线性现象

*

l 几何非线性问题：发生在必须考虑大位移和旋转的问题中，就像在电缆、框架、膜或壳体等

结构元件中一样，但应变仍然很小；

l 有限形变问题：不仅位移很大，而且应变也很大，在金属成型或轮胎力学等问题中可能会发

生有限变形；

l 材料非线性：材料行为的特征是应力和应变之间的非线性响应函数或一组演化方程，如粘弹

性聚合物和弹塑性材料（钢铁、混凝土等）；

l 稳定性问题：这些不稳定性的起源是平衡方程的不稳定性，如壳体的屈曲、贯穿行为；

l 非线性边界条件：以边界产生的非线性为特征的问题与两个物体之间的接触或变形相关的载荷

有关；

l 耦合问题：当描述不同场之间的互相作用时会出现非线性问题。



2. 超弹性问题

*

超弹性问题的是一种非线性弹性问题，是材料非线性中最简单的一类问题。这类问题的IGA与线

性问题类似，同样可以分为离散化、单元分析和总体分析三个过程。

先来说明下问题的几个方程：

（1）本构方程：

对于非线性弹性介质，应力和应变之间不在是线性关系。应力和应变可以写作全量形式：

𝜎 = 𝐷!𝜀
也可以写作增量形式：

d𝜎 = 𝐷"𝑑𝜀
其中𝐷!和𝐷"分别是割线和切线的弹性材料矩阵，它们的元素是应变或应力的函数。



2. 超弹性问题

*

要描述物质的形变一般常使用形变梯度这一概念：

X xu(X , t)

上图描述了物体经过时间t的状态移动，物体质点空间坐标表示为𝑋 ∈ Ω，其中X表示物体的初始状
态；物体当前运动的时刻t状态为Ω#称为当前构型，此时物质坐标表示为x ∈ Ω#,质点的运动用映射
𝜑表示，因此物体的位移矢量场u可以表示为：

𝑢 𝑋 = 𝑥 − 𝑋 = 𝜑 𝑋, 𝑡 − 𝑋

为描述运动前后物质坐标变化关系，引入形变梯度：物体的当前坐标x相对于初始坐标X的偏导数

𝐹 =
𝜕𝑥
𝜕𝑋

= 𝐼 +
𝜕𝑢
𝜕𝑋

= 𝐼 + ∇𝑢$



2. 超弹性问题

*

常见的超弹性材料模型通常由应变能密度函数定义，应变能密度函数描述了应变和应力的之间的

关系。应变能密度函数是形变的函数，表示为𝜓 𝐹 。在各向同性材料中常使用的表示方式：

①使用柯西应变C的不变量表示 ;𝜓 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼 ；

②使用主拉伸𝜆%, 𝜆&, 𝜆'表示；

③使用可分离的形式表示。

1. F为形变梯度，其行列式J=det(F)
2. C为柯西应变，使用形变梯度计算，𝐶 = 𝐹"𝐹;
柯西不变量为𝐼 = t𝑟 𝐶 , 𝐼𝐼 = 𝑡𝑟 𝐶𝐶 , 𝐼𝐼𝐼 = det 𝐶 ;

3. G为格林应变，G = %
&
(𝐹"𝐹 − I);

3. 主拉伸为形变梯度经过SVD分解后，对角矩阵的对角元素。



2. 超弹性问题

*

St.Venant-Kirchhoff模型：

𝜓 =
𝜆
2 𝑡𝑟

& 𝐺 + 𝜇𝑡𝑟(𝐺&)

Neo-Hookean模型：

𝜓 =
𝜇
2 𝐼( − 3 + 𝜇𝑙𝑜𝑔𝐽 +

𝜆
2 (𝑙𝑜𝑔𝐽)

&

Mooney-Rivlin模型：

𝜓 =K
)*+

,

K
-*+

,

𝐶).(𝐼 − 3)/(𝐼𝐼 − 3)-

Ogden模型：

Ψ = K
0*%

1
𝜇0
𝛼0
(𝜆%
2! + 𝜆&

2! + 𝜆'
2! − 3)



2. 超弹性问题

*

(2)几何方程
几何方程用来描述形变和位移之间的关系，在线性弹性问题中：

𝜀 = 𝐵𝑢，𝐵 = 𝐿𝑁
但在实际中：

𝐺 =
1
2
𝐹"𝐹 − 𝐼 =

1
2
∇𝑢 + ∇𝑢" + ∇𝑢"∇𝑢 = 𝐺3 + 𝐺4

在线弹性问题中使用了工程应变𝜀,是格林应变G的线性部分𝐺3，忽略了应变的非线性部分𝐺4，

当处理小形变时，非线性部分可以忽略不计；但当处理大形变时，非线性部分就不能忽略。



2. 超弹性问题

*

(3)平衡方程
在拉格朗日构型中建立局部微分平衡方程的强形式。对任意时间t,物体从状态Ω → Ω#需要满足质

量守恒，即𝜌+ = 𝐽𝜌，其中， 𝜌+是物体初始质量密度， 𝜌是物体当前质量密度。由线动量守恒可

以得到：

S
5"
𝜌 �̇�𝑑𝑣 = S

5
𝜌+ ̇𝑢+𝑑𝑉

由线动量定理可得，物体受到的所有外力大小等同于物体线动量对时间的导数，由此可以得出物
体的平衡方程：

!
!
∇"𝑭𝑺𝑑Ω + !

!
𝜌#𝒃# 𝑑Ω = 𝜌#�̈�

𝒖 = -𝒈 𝑜𝑛 Γ$
𝑭𝑺𝒏 = 𝒕 𝑜𝑛 Γ%

𝒖(𝑿, 𝟎) = 9𝒖

其中b0是物体每单位受到的体积力，ü是加速度，u̇是速度；

Y𝒈是边界Γ6上的固定位移条件， t是边界Γ4上每单位面积受到的牵引力，𝑛是边界上的单位外法线



2. 超弹性问题

*

根据弹性力学方程和动量守恒，构建物体动力学方程形式：

其中S为中第二类皮奥拉-克希荷夫应力张量，是能量密度函数对格林应变的导数。

根据变分原理和分部积分得到等效积分弱形式：

!
!
∇"𝑭𝑺𝑑Ω + !

!
𝜌#𝒃# 𝑑Ω = 𝜌#�̈�

!
!
𝜌#𝛿𝒖 �̈�& 𝑑Ω + !

!
𝛿𝑮 · 𝑺 𝒖& 𝑑Ω = !

!
𝜌#𝛿𝒖'𝒃# 𝑑Ω + !

(!
𝛿𝒖'𝒕 𝑑Γ

根据能量密度函数可以将第二类皮奥拉-克希荷夫应力张量求出：𝑆 = 78
79

= 2 78
7(

St.Venant-Kirchhoff 模型 修正的 Neo-Hookean 模型



2. 超弹性问题

*

根据变分原理和分部积分得到等效积分弱形式：

!
!
𝜌#𝛿𝒖 �̈�& 𝑑Ω + !

!
𝛿𝑮 · 𝑺 𝒖& 𝑑Ω = !

!
𝜌#𝛿𝒖'𝒃# 𝑑Ω + !

(!
𝛿𝒖'𝒕 𝑑Γ

现在我们需要将连续的公式在等几何分析的框架下进行离散化：

①位移：𝑢 𝝃 = ∑:*%1 𝑁: 𝝃 𝒖𝒆 = 𝑵𝒖𝒆

②形变梯度：𝐹 𝑋, t = 𝐼 + ∑:*%1 𝑢: 𝑡
74#
7<
(𝜑=%(𝑥)) 𝛿𝑢

③格林应变：G = 𝐵3𝒖𝒆 + 𝐵4𝒖𝒆 = Y𝐵𝒖𝒆

其中𝐵4 =
%
&
𝐴𝑄, 𝑄 = [>4

>?
𝐼 >4

>?
𝐼 >4

>?
𝐼]"

④𝛿𝑮 = 𝐵3𝛿𝒖𝒆 + 𝑨𝑄𝛿𝒖𝒆 = 𝑩𝛿𝒖𝒆 参数单元和物理单元的映射



2. 超弹性问题

*

根据平衡方程的等效积分弱形式和各物理量在等几何分析框架下的离散化形式可以得到平衡方程

在等几何分析框架下的离散化形式：

!
!
𝜌#𝑵)𝑰𝑵*𝑑Ω �̈�* +!

!
𝑩)𝑺 𝒖𝒆 𝑑Ω = !

!
𝜌#𝑵)𝒃#𝑑Ω + !

,"
𝑵)𝒕 𝑑Γ

将上述离散化形式简记为：

𝑴�̈� + 𝑹 = 𝑭
其中M表示运动产生惯性力的，在解静力问题时这一项为0；R为形变引起的内力；F是外力。



2. 超弹性问题

*

在超弹性静力学问题中，将惯性力部分舍去，其剩余部分表示为：

𝒓 𝒖 = S
5
𝑩𝑺 𝑑Ω − 𝑭 = S

5
𝑩𝑺 𝑑Ω − ∫ 𝜌+𝑵:𝒃+ 𝑑Ω + ∫𝑵:𝒕 𝑑Γ = 0

本构关系满足：
𝑺 = 𝑫 𝑮 𝑮

代入上述离散平衡方程得到：

𝑲 𝒖 = S
𝛀𝒆
𝑩𝑻𝐃Y𝑩 𝒅𝛀𝒆

𝑩𝑻和Y𝑩均为位移函数，但两者形式不同，因此上述方程为非线性方程，且𝑲 𝒖 是
非对称的。



将切线刚度矩阵𝑲"分为两个部分求解。
①第一个部分为：

将𝐵 = 𝐵3 + 𝐵4展开，得：

𝑲6 = S
𝛀
𝑩𝑳𝑻𝑫𝑻𝑩𝑳 + 𝑩𝑳𝑻𝑫𝑻𝑩𝑵 + 𝑩𝑵𝑻𝑫𝑻𝑩𝑳 + 𝑩𝑵𝑻𝑫𝑻𝑩𝑵𝐝𝛀

2. 超弹性问题

*

为求解静态问题中的非线性方程，这里使用牛顿迭代法。
牛顿迭代法是一种非线性方程数值求根的迭代算法，它根据方程的泰勒展开式的前
两项求解𝒓(𝒖)=0的根，其特点是在计算时需要求得函数值与其一阶导数值，迭代

数值沿着函数的梯度方向下降，因此需要求得方程的导数形式。

对𝒓 𝒖 = ∫5𝑩𝑺 𝑑Ω − 𝑭求一阶导数可得切线刚度矩阵：

𝑲" 𝒖 = S
5
𝑩"d𝑺 dΩ + S

5
d𝑩"𝑺 dΩ

𝑩"d𝑺 = 𝑩"𝑫"𝑑G = 𝑩"𝑫"𝑩d𝒖 = 𝑲6d𝒖



将𝐵 = 𝐵3 + 𝐵4展开，得：

𝑲6 = S
𝛀
𝑩𝑳𝑻𝑫𝑻𝑩𝑳 + 𝑩𝑳𝑻𝑫𝑻𝑩𝑵 + 𝑩𝑵𝑻𝑫𝑻𝑩𝑳 + 𝑩𝑵𝑻𝑫𝑻𝑩𝑵𝐝𝛀

该式的第一部分𝑲𝑳 = 𝑩𝑳𝑻𝑫𝑻𝑩𝑳是小位移刚度矩阵，在线弹性问题中仅涉及该项；
第二部分𝑲𝑵 = 𝑩𝑳𝑻𝑫𝑻𝑩𝑵 + 𝑩𝑵𝑻𝑫𝑻𝑩𝑳 + 𝑩𝑵𝑻𝑫𝑻𝑩𝑵是与大形变关联的刚度矩阵。

2. 超弹性问题

*

②对于𝑲"的第二项,由于𝑩𝑳和Q与位移无关，因此有

𝑑𝑩"𝑺 = 𝒅𝑨 · 𝑸 " · 𝑺 = 𝑸" · 𝑑𝑨 " · 𝑺 = 𝑲𝒔d𝒖

容易推导出： 𝑑𝑨 " · 𝑺 = y𝑴𝑸d𝒖

y𝑴 =
𝑆%%𝐼'∗' 𝑆%&𝐼'∗' 𝑆%'𝐼'∗'
𝑆%&𝐼'∗' 𝑆&&𝐼'∗' 𝑆&'𝐼'∗'
𝑆%'𝐼'∗' 𝑆&'𝐼'∗' 𝑆''𝐼'∗'

所有得出： 𝑲𝒔 = 𝑑𝑩"𝑺 = ∫𝛀𝑸
𝑻 y𝑴𝑸𝐝𝛀



根据①②的结论可以求得𝑲𝑻 = 𝑲𝑫 +𝑲𝒔

2. 超弹性问题

*

牛顿迭代法所需的导数和函数值装配方式如上所述，除此之外还需要设定
一个初始猜测值u+。初值会在多次迭代后收敛到解的邻域内，通常设置初值为
零，但如果初值设定离解太远可能导致无法收敛或收敛过慢，因此可以根据具
体问题和设定方法定义一个更合理的初值。

下面是牛顿迭代法的步骤：
1. 设定初始值u+
2. 组装好𝑲𝑻(uG)
3. 求出偏移量∆uG = 𝑲𝑻(uG)=%(𝐹 − 𝑲𝑻(uG))
4. 求出uGH% = uG + ∆uG，n += 1;重复第2,3,4步



2. 超弹性问题

*

超弹性静力问题等几何分析流程



2. 超弹性问题

*

读模型文件：读xml文件ToolFunc::readFileXml(文件路径, std::vector<CBSplineSolid> patch);

创造约束面：
1. 创造边界集合类：std::vector<boundary_condition> m_dirichletSides, m_neumannSides;
2. 添加边界：m_dirichletSides.push_back(boundary_condition)

初始化构造切线刚度矩阵和载荷向量的稀疏矩阵系统

stiffAssembler stiff(patch, m_dirichletSides,m_neumannSides););

初始化位移和速度(设0)

装配切线刚度矩阵stiff

求解位移u,判断收敛

将位移添加到模型各控
制点上，后处理，进行
形变可视化



2. 超弹性问题

*

二分之一厚壁圆柱

模型阶数：p=(4,4,3)
控制点数量：n=(13,21,11)
单元数量：1620
自由度：4950

位移分布 应力分布



2. 超弹性问题

𝐿2 =
𝒖𝒉 − 𝒖∗ '( )
𝒖∗ '( )

, 𝐻1 =
𝒖𝒉 − 𝒖∗ *+ )
𝒖∗ *+ )

厚壁圆柱线弹性和超弹性大变形仿真中L2和H1范数相对误差的收敛性

以模型细分三次的仿真结果为精确解𝑢∗，计算不同次数和单元密度下线弹性和超弹性下的数值误差

相同的单元步长下超弹性模型精度高于

线弹性模型，且随着单元密度增加，超

弹性模型误差收敛的更快



2. 超弹性问题

*

运动方程求解：
在处理模型运动变形过程时，必须考虑状态变量和变形随时间的变化，根据牛顿

定律，物体运动方程的一般形式可表示为如下：

𝑴�̈� + 𝑪�̇� + 𝑹 𝒖 = 𝑭

其中，𝑴表示质量矩阵，与模型的体积密度相关；𝑪是阻尼矩阵，与质量矩阵和模型刚
度相关；𝑹是初始的载荷向量，与模型初始形变大小相关，F为模型受到的外力大小。
�̈�, �̇�分别表示位移的二阶导数和一阶导数，即加速度和速度。

令𝑣 = �̇�, a = �̈�，当时间在𝑡1H%时运动方程转换为第𝑡1H%时刻的相关计算，即：

𝑴𝑎@AB + 𝑪𝑣@AB + 𝑹 𝑢@AB = 𝑭@AB
初始条件定义为v+ = �̅�, 𝑎+ = �𝑎,求解上述是时间相关问题通常使用显示时间积分或隐
式时间积分两种方式处理。



2. 超弹性问题

*

显式时间积分计算𝑡1H%处的物理量时仅需要第𝑡1时刻的物理量，因此该方法简单

清晰。当方程中的质量矩阵具有对角结构的特性时，该方法能极大减少运算量。
然而大多数情况下，显式时间积分收敛与否受步长限制，为保证收敛往往需要极
小的步长，对帧率有很大的损失。

隐式时间积分计算𝑡1H%处的物理量时依赖前一个时刻𝑡1以及未知时刻𝑡1HI时的物理量。
因此，每个时间步需要求解一个非线性方程，通常需要与前文的牛顿迭代法相结合。
隐式方法优点在于系统无条件稳定，不受时间步长限制。超弹性仿真需要求解非线性
方程组，且对稳定性要求更高，所以通常选择隐式时间积分法 Newmark 进行求解。



2. 超弹性问题

*

使用隐式时间积分法Newmark求解超弹性动力学问题。

其下一时刻的位移和速度的计算公式为：

𝒖1H% = 𝒖1 + 𝛥𝑡𝒗1 +
Δ𝑡 &

2 1 − 2𝛽 𝒂1 + 2𝛽𝒂1H%
𝒗1H% = 𝒗1 + 𝛥𝑡 1 − 𝛾 𝒂1 + 𝛾𝒂1H%

下一时刻的位移与速度由𝑡1时刻的位移、速度和下一时刻的加速度共同决定。𝛽和
𝛾是自定义参数，取值范围是𝛾 ≥ 0.5，𝛽 ≥ (𝛾 + 0.5)&/4。



2. 超弹性问题

*

使用隐式时间积分法Newmark求解超弹性动力学问题。

将上一页计算位移和速度的公式带入𝑴𝑎1H% + 𝑪𝑣1H% + 𝑹 𝑢1H% = 𝑭1H%得到关于加速
度的非线性方程组，使用牛顿迭代法求解方程组可以获得下一时刻的加速度值，在带
入上一页公式得到下一刻的位移大小。整个运动仿真就是执行这一过程。由于一般最
后使用位移作为最终结果，所以将位移推导为：

𝒂1H% = 𝛼% 𝒖𝒏H𝟏 − 𝒖𝒏 − 𝛼&𝒗𝒏 − 𝛼'𝒂𝒏
𝒗1H% = 𝛼L 𝒖𝒏H𝟏 − 𝒖𝒏 + 𝛼M𝒗𝒏 + 𝛼N𝒂𝒏

其中𝛼%~N是变换后的参数，为常数项，值分别为：

𝛼% =
1

𝛽 Δ𝑡 &，𝛼& =
1
𝛽Δ𝑡
，𝛼' =

1 − 2𝛽
2𝛽

𝛼L =
𝛾
𝛽Δ𝑡
，𝛼M = 1 −

𝛾
𝛽
，𝛼N = 1 −

𝛾
2𝛽

𝛥𝑡
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使用隐式时间积分法Newmark求解超弹性动力学问题。

由上述公式可得出下一个时间步的解由上一个时间步的解和位移变化量决定，未知量
转化为𝒖𝒏H𝟏,通过将上一页的方程组带入物体运动方程𝑴𝑎1H% + 𝑪𝑣1H% + 𝑹 𝑢1H% =
𝑭1H%中，得到关于位移的非线性代数方程：

𝐺 𝒖1H% = 𝑀 𝛼% 𝒖1H% − 𝒖1 − 𝛼&𝒗1 − 𝛼'𝒂1
+𝐶 𝛼L 𝒖1H% − 𝒖1 + 𝛼M𝒗1 + 𝛼N𝒂1
+𝑅 𝒖1H% − 𝑭1H% = 0

该方程有T个时间步N个方程组成方程组，通过求解该方程组，得到每一个时间步的位
移解。在每个时间步中使用牛顿迭代法求解该线性方程。



2. 超弹性问题

*

使用隐式时间积分法Newmark求解超弹性动力学问题。

由牛顿迭代法可知，位移的修正量表示为：

∆𝒖𝒏H𝟏 = −(
𝝏𝑮(𝒖𝒏H𝟏𝒊 )
𝝏𝒖𝒏H𝟏

)=𝟏𝑮(𝒖𝒏H𝟏𝒊 )

其中，上标i表示一个时间步内的第i次修正。函数𝑮(𝒖𝒏H𝟏)中𝑅 𝒖1H% − 𝑭1H%等同于
超弹性静态仿真中的残差值，即等同于𝒓 𝒖𝒏H𝟏 = 𝑲𝒖 − 𝑭,所以该项对位移的导数同
于切线刚度矩阵𝐾"。因此每个时间步迭代过程等同于执行下式：

𝛼%𝑴+ 𝛼L𝑪 + 𝑲" 𝒖1H%: ∆𝒖1H%:H% = −𝐺 𝒖1H%:

𝒖1H%:H% = 𝒖1H%: + ∆𝒖1H%:H%

其中，迭代的初始值是上次迭代的收敛值： 𝒖1H%+ = 𝒖1，通过高斯积分计算各单元的
质量矩阵，再根据控制点关系映射到整体的质量矩阵。



2. 超弹性问题

*

使用隐式时间积分法Newmark求解超弹性动力学问题。

横向为一个时间步中的牛顿迭代过程，竖向为隐式时间积分的时间步迭代。
其中，迭代的初始值是上次迭代的收敛值



2. 超弹性问题

*

使用隐式时间积分法Newmark求解超弹性动力学问题。

1：设定初始位移： 𝒖1H%+ = 𝒖1
2：设定收敛上限：𝜀Q, 𝜀/ > 0
3：初始化迭代次数：i = 0
4：while
5： 计算运动平衡方程梯度: 𝑮"R = 𝛼%𝑴+ 𝛼L𝑪 + 𝑲" 𝒖1H%:

6： 计算运动方程残差： rR = 𝑮(𝒖1H%: )
7： 求解位移增量： ∆𝒖1H%: =Solve 𝑮"R ∆𝒖1H%: = − rR
8： 计算误差
9： 更新位移量： 𝒖1H%:H% = 𝒖1H%: + ∆𝒖1H%:H%

10： 迭代次数加1：i=i+1
11：until 收敛
12：返回节点位移量𝒖1 = 𝒖1H%R
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2. 超弹性问题

*

l 有限元仿真大变形物体容易出现网格

扭曲变形，需要多次重新划分网格

l 等几何仿真大变形物体在保证较高精

度的同时也避免了频繁的划分，提高

了仿真精度和速度
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基本思想

*

n 等几何分析中，等几何配点法相较于 Galerkin 方法能够有效的减少计算量。与

Galerkin 方法中使用方程的弱形式不同，配点法会先在计算域内选定一组点，

在该点集内求解满足方程本身强形式的数值解

n 这通常会导致非对称方程组产生，并且使得边界赋值相对困难，但配点法能够避

免 Galerkin需要涉及到的区域内部数值积分问题，而这就是配点法能够极大地

减少计算开销的原因

n 配点法本身与等几何分析也非常契合，因为配点法进行求解时采用的是偏微分方

程的强形式，方程中将出现二阶导数，而等几何分析选用的基函数是样条基函

数，这类基函数具有高阶连续性
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