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1. 线弹性问题方程及其弱形式

*

线弹性问题是一个有着丰富研究历史的经典目标，使用IGA方法可以很好的求解。IGA
求解此问题的优势不仅仅在于精确的几何描述，也因为使用了𝐶!连续的基函数得到了
高质量的应力场。本次研究二维线弹性问题并求其平衡解，仅涉及平面。

l 在下文中，索引A,B,C,D可以取值1,…,d(在二维中d=2)，其中u"指的是𝒖的第A个元素，并且

其微分将用逗号表示，如：𝑢",$ = 𝑢",%! =
&'"
&%!

l 用重复的下标表示求和，如：𝑢",$$ = 𝑢",!! + 𝑢",((
l 在一般的非对称张量A=[𝐴"$]中，使用𝐴("$)表示对称部分，使用𝐴["$]表示反对称部分。因此

𝐴"$ = 𝐴("$) + 𝐴["$]; 𝐴("$) = 𝐴($") =
!
(
(𝐴("$) + 𝐴($")) ; 𝐴["$] = −𝐴[$"] =

!
(
(𝐴["$] − 𝐴[$"])

l 如果A是非对称张量并且B是对称张量，则𝐴-.𝐵-. = 𝐴(-.)𝐵-.; 𝐴[-.}𝐵-. = 𝑂.

l 𝜎"$表示（Cauchy）应力张量的元素，u"表示位移向量的元素， f"表示每次单位体积体力的元

素，𝜀 = [𝜀"$]表示小形变应力张量（工程应变），则𝜀"$ = 𝑢(",$) =
!
(
(𝑢",$ + 𝑢$,");

l 此问题的本构方程满足胡克定理，即𝜎"$ =	𝐶"$01𝜀01,	其中C为弹性材料系数矩阵；



1. 线弹性问题方程及其弱形式

*

下面给出线弹性混合边界值问题的强形式：

Find 𝑢: =𝛺 → 𝑅2 𝑠, 𝑡

𝜎"$ + f" = 0 in Ω A = 1,…,d

𝑢" = 𝑔" on 𝛤1" A = 1,…,d

𝜎"$ 𝑛$ =	ℎ" on 𝛤3" A = 1,…,d

𝑔"为给定的边界位移

ℎ"为给定的边界traction

𝛤1"为Dirichlet边界

𝛤3"为Neuman边界

其中 ，且 𝛤1" ∩ 𝛤3" = ∅

𝛤!!

𝛤"!

𝛤!"

𝛤""

(S)



1. 线弹性问题方程及其弱形式

*

为得到线弹性问题的弱形式，需要给每个方向设置一组trial函数和weighting函数：

𝛷" ≔ 𝑢": =𝛺 → 𝑅 𝑢" ∈ 𝐻! 𝛺 𝑎𝑛𝑑 𝑢"|5#" = 𝑔"}

𝛶" ≔ 𝑤": =𝛺 → 𝑅 𝑤" ∈ 𝐻! 𝛺 𝑎𝑛𝑑 𝑤"|5#" = 0 }

(w)

通过乘以w函数并使用分步积分，得到线弹性混合边界值问题的强形式：

Find  𝑢" ∈ 𝛷" A = 1,…,d,  s.t.

S
6

𝑤(",$) 𝜎"$𝑑𝛺 = S
6

𝑤" 𝑓"𝑑𝛺 + U
"7!

8

( S
5$"

𝑤" ℎ"𝑑𝛤) ∀𝑤" ∈ 𝛶" A = 1,…,d



1. 线弹性问题方程及其弱形式

*

为了方便，将(w)式变为简写，定义一下符号：

𝛷 ≔ {𝑢: 𝑢" ∈ 𝛷"}

𝛶 ≔ 𝑤:𝑤" ∈ 𝛶"

𝑎 𝑢,𝑤 = S
6

𝑤(",$) 𝐶"$01𝑢(0,1)𝑑𝛺

𝐿(𝑤) = S
6

𝑤" 𝑓"𝑑𝛺 + U
"7!

8

( S
5$"

𝑤" ℎ"𝑑𝛤)

(w)

将上述符号代入(w)，得简写形式：

Find 𝑢 ∈ 𝛷 s.t.

𝑎 𝑢,𝑤 = 𝐿 𝑤 ∀𝑤 ∈ 𝛶

解释：在固体力学中，(w)被称作虚功原理，𝑤被称为虚

位移。L(w)是体力f乘以虚位移，再加上边界traction得

到的虚功， 𝑎 𝑢,𝑤 代表的是应力做的功。(w)描述了静

态的内力功和外力功的平衡。



2. Voigt Notation 

*

将对称张量写作向量可以简化之后的形式，也可以降低其阶数，这种方法称为Voigt Notation。

对于线弹性问题：

• 应变向量：𝜀 𝑢 ≔ [𝑢!,! 𝑢(,( 𝑢!,(+ 𝑢(,!]9

• 虚应变向量：𝜀 w ≔ [𝑤!,! 𝑤(,( 𝑤!,(+ 𝑤(,!]9

• 应力向量：𝜎⃑ 𝑢 ≔ [𝜎!! 𝜎(( 𝜎!(]9

• 弹性系数矩阵： 𝐷 ≔
𝐷!!
𝐷(!

𝐷!( 𝐷!:
𝐷(( 𝐷(:

𝐷:! 𝐷:( 𝐷::
，其中𝐷;< = 𝐶"$01

I/J A/C B/D

1 1 1

2 2 2

3 1 2

3 2 1

已知 𝜎⃑ 𝑢 = 𝐷 𝜀 𝑢 ，可得：

𝑎 𝑢,𝑤 = S
6

(𝜀 w )9 𝐷 𝜀 𝑢 𝑑𝛺



3. 各向同性体，平面应变和应力

*

对于各向同性体（Isotropic bodies）,有如下关系式：

𝐶"$01 x = 𝜇 x 𝛿"0𝛿$1 + 𝛿"1𝛿$0 + 𝜆 x 𝛿"$𝛿01 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 = 1,… , 3

其中𝜆和𝜇是拉梅常数，可以使用如下公式转化为杨氏模量E和泊松系数v：

𝜆 =
v𝐸

(1 + v)(1 − 2𝑣) , 𝜇 =
𝐸

2(1 + v)

所以此时的应力和应变有如下关系式：
𝜎!!
𝜎((
𝜎::
𝜎(:
𝜎!:
𝜎!(

=

𝜀!!
𝜀((
𝜀::
2𝜀(:
2𝜀!:
2𝜀!(



3. 各向同性体，平面应变和应力

*

此时的应力和应变的关系式也可以是：
𝜀!!
𝜀((
𝜀::
2𝜀(:
2𝜀!:
2𝜀!(

=
1
𝐸

𝜎!!
𝜎((
𝜎::
𝜎(:
𝜎!:
𝜎!(

对于二维的应力，要忽略z方向的应变值，即𝜀:: = 𝜀(: = 𝜀!: = 0，可得如下式：
𝜎!!
𝜎((
𝜎!(

=
2𝜇 + 𝜆 𝜆 0
𝜆 2𝜇 + 𝜆 0
0 0 𝜇

𝜀!!
𝜀((
2𝜀!(

因此，对于平面应力，有如下式：

𝜎⃑ 𝑢 = 𝐷 𝜀 𝑢 ，其中𝐷 =
2𝜇 + 𝜆 𝜆 0
𝜆 2𝜇 + 𝜆 0
0 0 𝜇



3. 各向同性体，平面应变和应力

*

当z方向的尺寸与其他方向的尺寸相比大的多时，会发生平面应变。在这种情况下，z方

向上的主应变被约束并假设为零。

平面应变假设常用于大坝、漏斗和其他岩土工程的分析。



3. 各向同性体，平面应变和应力

*

同样对于平面应变也可以得出相同的结论，忽略z方向的应力，即𝜎:: = 𝜎(: = 𝜎!: = 0
𝜀!!
𝜀((
2𝜀!(

= !
=

1 −𝑣 0
−𝑣 1 0
0 0 2(1 + 𝑣)

𝜎!!
𝜎((
𝜎!(

对上式逆置得：
𝜎!!
𝜎((
𝜎!(

=
𝐸/(1 − 𝑣() 𝑣𝐸/(1 − 𝑣() 0
𝑣𝐸/(1 − 𝑣() 𝐸/(1 − 𝑣() 0

0 0 𝐸/2(1 + 𝑣)

𝜀!!
𝜀((
2𝜀!(

因此，对于平面应变有：

𝜎⃑ 𝑢 = 𝐷 𝜀 𝑢 ，其中𝐷 =
𝐸

1 − 𝑣(
1 𝑣 0
𝑣 1 0
0 0 (1 − 𝑣)/2

平面应力通常发生在薄平板上，这些平板只受到与其平行的载荷力作用。



3. 各向同性体，平面应变和应力

*

平面应变和平面应力是二维弹性的经典设定，这也引出了弹性的平面理论，下面是
对之前的总结。

平面弹性理论：
应力-应变关系： 𝜎⃑ 𝑢 = 𝐷 𝜀 𝑢 （其中𝐷;< = 𝐶"$01）

各向同性体的平面应力：

𝐷 =
𝐸

1 − 𝑣(
1 𝑣 0
𝑣 1 0
0 0 (1 − 𝑣)/2

平面之外的法向应变：

𝜀:: = −
𝑣
𝐸
𝜎!! + 𝜎((

各向同性体的平面应变：

𝐷 =
2𝜇 + 𝜆 𝜆 0
𝜆 2𝜇 + 𝜆 0
0 0 𝜇

平面之外的法向应力：
𝜎:: = 𝜆 𝜀!! + 𝜀((



4. Galerkin方法

*

（1）为了将线性弹性问题的弱形式转变为代数方程组，可以使用Galerkin方法并且在有限集
𝜗> ∁ 𝜗和Υ> ∁ Υ中计算，这些集合由等参的NURBS基定义。

Υ> ≔ {𝑤? ∈ Υ ∶ 𝑤? 𝑥⃑ = U
@7!

A

𝑁@(𝑥⃑)𝑐@}

𝜗> ≔ {𝑢? ∈ 𝜗 ∶ 𝑢? 𝑥⃑ = U
@7!

A

𝑁@(𝑥⃑)𝑑@}

（2）进一步描述𝜗>，要求如果一个给定函数𝑔⃑? ∈ 𝜗> (其中(𝑔⃑?)"|5#" = 𝑔" for A = 1,…,d)，对于
每一个𝑢? ∈ 𝜗>都存在与之对应的𝑣⃑? ∈ Υ>满足：

𝑢? = 𝑣⃑? + 𝑔⃑?

将此方法应用到线弹性上可得：

Find  𝑢? = 𝑣⃑? + 𝑔⃑?，where 𝑣⃑? ∈ Υ> s.t.

𝑎 𝑤?, 𝑢? = 𝐿 𝑤? ∀𝑤? ∈ Υ>
(G)



4. Galerkin方法

*

然后可以根据定义将上式中已知量和未知量分离：

𝑎 𝑤?, 𝑣⃑? = 𝐿 𝑤? + 𝑎 𝑤?, 𝑔⃑?

（3）定义𝜂 = {1,… , 𝑛}是包含所有NURBS基函数索引的集合，并且定义𝜂B"∁ 𝜂 是包含所有在
𝛤1"上非0的NURBS基函数索引的集合，可得：

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑁@ ∩ 𝛤1" ≠ ∅ 𝑖𝑓 𝑎𝑛𝑑 𝑜𝑛𝑙𝑦 𝑖𝑓 𝑖 ∈ 𝜂B"

Υ> ≔ {𝑤? ∶ (𝑤? 𝑥⃑ )" = U
@∈DED%"

𝑁@(𝑥⃑)(𝑐@)" , 𝐴 = 1,… , 𝑑}

选择𝑔⃑?(𝑥⃑)，其满足(𝑔⃑@)" = 0 𝑓𝑜𝑟 𝑖 ∈ 𝜂 − 𝜂B" :

(𝑔⃑? 𝑥⃑ )" = U
@∈D%"

𝑁@(𝑥⃑)(𝑔@)"

然后，可以写出𝑢? ∈ 𝜗>的第A个部分：

(𝑢? 𝑥⃑ )" =U
@∈D

𝑁@(𝑥⃑)(𝑑@)" = U
@∈DED%"

𝑁@(𝑥⃑)(𝑑@)" + U
@∈D%"

𝑁@(𝑥⃑)(𝑔@)"



4. Galerkin方法

*

（4）如果将𝑢?和𝑤?的表达式插入到Galerkin公式中，可以得到：

𝑎 U
"7!

8

U
@∈DED%"

𝑁@ (𝑐@)"𝑒̂"，U
$7!

8

U
.∈DED%!

𝑁F (𝑑F)$𝑒̂$

= 𝐿 U
"7!

8

U
@∈DED%"

𝑁@ (𝑐@)"𝑒̂" − 𝑎 U
"7!

8

U
@∈DED%"

𝑁@ (𝑐@)"𝑒̂"，𝑔⃑?

在二维中， 𝑒̂! = [10], 𝑒̂( = [01]

（5）使用a()的线性，可以得：

U
"7!

8

U
@∈DED%"

(𝑐@)"(U
$7!

8

U
F∈DED%!

𝑎(𝑁@ 𝑒̂" , 𝑁F𝑒̂$)(𝑑F)$ − 𝐿 𝑁@𝑒̂" + 𝑎(𝑁@𝑒̂", 𝑔⃑?) = 0

对于任意(𝑐@)", 𝑖 ∈ 𝜂 − 𝜂B", A=1,…,d, 可以得到：

U
$7!

8

U
F∈DED%!

𝑎(𝑁@ 𝑒̂" , 𝑁F𝑒̂$)(𝑑F)$ = 𝐿 𝑁@𝑒̂" − 𝑎(𝑁@𝑒̂", 𝑔⃑?)



4. Galerkin方法

*

对于上面的𝑛GH个方程，共有𝑛GH个未知数，其中𝑛GH = ∑"7!2 |𝜂 − 𝜂B"|.

（6）根据虚功原理，对于每一个全局基函数都有一个方程；而在这里，对于每一个全局基函数

都有d个方程。因此，引入一个ID数组来表示自由度A=1,…,d和全局函数索引𝑖 ∈ 𝜂 − 𝜂B"联系在

一起的方程索引P：P = ID(A , i).

最终的矩阵形式方程：

𝐾 = 𝐾IJ = 𝑠𝑡𝑖𝑓𝑓𝑛𝑒𝑠𝑠 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥

𝑑 = 𝑑J = 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟

𝐹 = 𝐹I = 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟

其中： P = ID(A , i); Q = ID(B , j).

𝐾IJ = 𝑎(𝑁@𝑒̂", 𝑁F𝑒̂$)

𝐹I = 𝐿 𝑁@𝑒̂" − 𝑎(𝑁@𝑒̂", 𝑔⃑?)

𝑑J = (𝑑F)$

𝑲𝒅 = 𝑭



5. 装配矩阵系统

*

根据虚功原理，构建了大量的局部刚度矩阵和局部载荷向量，将它们装配到全局刚度矩阵和全

局载荷向量中，就得到了全局系统。在d维空间和𝑛KLM个局部基函数的条件下，可以计算出单元

ΩN的局部刚度矩阵：

𝐾OPG = S
Q&
(𝜀 𝑁RG𝑒̂" )9 𝐷 𝜀 𝑁SG𝑒̂$ 𝑑ΩN

其中：p=d(a-1)+A ; q=d(b-1)+B

将应变记作： 𝜀 𝑁RG𝑒̂" = 𝐵RG𝑒̂"，其中𝐵RG =
𝑁R,!G

0
𝑁R,(G

0
𝑁R,(G

𝑁R,!G
for d=2

可以将局部刚度矩阵简写为：

𝑲𝒑𝒒𝒆 = S
𝜴𝒆
(𝑩𝒂𝒆)𝑻𝑫(𝑩𝒃𝒆)𝒅𝜴𝒆�𝒆𝑩



5. 装配矩阵系统

*

同样可以得出局部载荷向量的计算公式：

𝒇𝒑𝒆 = S
𝜴𝒆
𝑵𝒂𝒆 𝒇𝑨𝒅𝜴𝒆 + S

𝜞𝑵𝑨∩𝜞
𝒆

𝑵𝒂𝒆 𝒉𝑨𝒅𝜞𝒆

为了将局部刚度矩阵和载荷向量装配到全局系统中，需要用到下面的数组：

𝑃 = 𝐿𝑀 𝐴, 𝑎, 𝑒 = 𝐼𝐷 𝐴, 𝐼𝐸𝑁 𝑎, 𝑒

其中P是全局公式索引，A是自由度，a是局部基索引，e是单元编号。

𝐵𝐶 𝐴, i = �
0 𝑖𝑓 𝑁@|𝜞𝑫𝑨 = 0
1 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

其中i是全局基索引，A是自由度。若𝐵𝐶 𝐴, i = 1，设定：𝐾IJ = 𝛿IJ， 𝐹I = (g@)"。

其中P=ID(A , i),表示Dirichlet条件(𝑑@)" = (g@)"。当遇到Dirichlet边界条件约束时不需要更新全

局刚度矩阵，只需要根据Dirichlet条件更新全局载荷向量。



5. 装配矩阵系统

*

根据上面的思路，可以写出单元的装配过程：

for A=1,…,d
for a=1,..,𝑛KLM

set p=d(a-1)+A
set P=LM(A,a,e)
set i=IEN(a,e)
if BC(A,i) = 0

左边；
𝐹I += 𝑓_G

endif
endloop

endloop

for B=1,…,d
for b=1,…, 𝑛KLM

set q=d(b-1)+B
set Q=LM(B , b , e)
set j=IEN(b , e)
if BC(B,j)=0

Update 𝐾IJ += 𝐾_HG
else 

Update 𝐹I −= 𝐾_HG (g@)$
endif

endloop
endloop



6. 构造单元刚度矩阵和载荷向量

*

构建单元刚度矩阵和载荷向量的方法使用到了等参，Bezier extraction和四边形的概念。

（1）使用这种思想，单元刚度矩阵可用如下公式计算：

𝐾_HG = S
6+
(𝜀 𝑁RG𝑒̂" )9 𝐷 𝜀 𝑁SG𝑒̂$ 𝑑𝛺G = 𝑒̂"

9 S
6+
(𝐵RG)9𝐷 𝐵SG 𝑑𝛺G𝑒̂$

≅ 𝑒̂"
9(U
H,7!

A-

U
H.7!

A-

(𝐵RG 𝑥⃑G �𝜉H, , �𝜉H. ) 9𝐷 𝑥⃑G �𝜉H, , �𝜉H. 𝐵SG 𝑥⃑G �𝜉H, , �𝜉H. ∗ �𝑤H, ∗ �𝑤H. ∗ 𝑗𝑎𝑐( �𝜉H, , �𝜉H.)) 𝑒̂$

其中使用到了二维的高斯积分方法，进行了等参的空间转化。



6. 构造单元刚度矩阵和载荷向量

*

（2）构建单元载荷向量时将其分为两个部分：体积力（如重力、离心力）+表面力（如牵引力）

𝑓_G = S
6+

𝑁RG 𝑓"𝑑𝛺G + S
5$"∩5

+

𝑁RG ℎ"𝑑𝛤G = 𝑉 + 𝑇

①构建体积力部分和构建刚度矩阵相同：

𝑉 ≅ U
H,7!

A-

U
H.7!

A-

𝑁RG 𝑥⃑G �𝜉H, , �𝜉H. ∗ 𝑓" 𝑥⃑G �𝜉H, , �𝜉H. ∗ �𝑤H, ∗ �𝑤H. ∗ 𝑗𝑎𝑐 �𝜉H, , �𝜉H.

②构建表面力部分，需要精确获取边界𝛤3" ∩ 𝛤
G，定义：

�𝛤3",G ≔ 𝑥⃑GE! 𝛤3" ∩ 𝛤
G (𝑝𝑟𝑒𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 𝑜𝑓 𝑁𝑒𝑢𝑚𝑎𝑛𝑛 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑𝑎𝑟𝑦)

假设： �𝛤3",G = { �𝜉 = 𝑡, 0 : 𝑡 ∈ (0,1)}



6. 构造单元刚度矩阵和载荷向量

*

所以表面力构建公式近似为：

𝑇 ≅ U
P7!

A-

𝑁RG 𝑥⃑G �𝜉H, 0 ∗ ℎ" 𝑥⃑G �𝜉H, 0 ∗ �𝑤H ∗ 𝑗𝑎𝑐5 �𝜉H, 0

其中： 𝑗𝑎𝑐5 �𝜉H, 0 = 𝐽 �𝜉H, 0 𝑡̃ = 𝐽 �𝜉H, 0
1
0

对于其他边的边界积分均为类似的表达，为了方便，创建一个Neumann数组标识Neumann边界

对应的Bezier单元边：

𝑁e𝑢𝑚𝑎𝑛𝑛 𝐴, 𝑎, 𝑒 = �1 𝑖𝑓 𝑥⃑G �𝛤R ⊆ 𝛤3"
0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟



6. 构造单元刚度矩阵和载荷向量

*

for 𝑞!=1,…𝑛"

for 𝑞#=1,…𝑛"

call shapeFunction(e, %𝜉"! , %𝜉"")

compute 𝑅$%,∇𝑅$%,𝑥⃑,Jac(e, %𝜉"! , %𝜉"")

set j=det(J)

set 𝐷&'( =D(𝑥⃑)

set 𝑓&'( =f(𝑥⃑)

for a=1,…, 𝑛)*+

Form 𝐵$% =
𝑁$,!%

0
𝑁$,#%

0
𝑁$,#%

𝑁$,!%

for b=1,…, 𝑛)*+

Form 𝐵-% =
𝑁-,!%

0
𝑁-,#%

0
𝑁-,#%

𝑁-,!%

set 𝐾)*+ = (𝐵$%) .𝐷&'( 𝐵-% ∗ 6𝑤"! ∗ 6𝑤"" ∗ 𝑗

for A=1,…,D

for B=1,…,d

set p=d(a-1)+A

set p=d(b-1)+B

Update 𝐾/"% += 𝑒̂0
.𝐾)*+ 𝑒̂1

endloop
endloop

endloop
for A=1,…,d

set p=d(a-1)+A
Update 𝑓/%+= 𝑅$%*(𝑓&'( )0* 6𝑤"! ∗ 6𝑤"" ∗ 𝑗

endloop
endloop

endloop
endloop



总结

*

第一步：初始化问题

① Set p1,p2,n1,n2,节点向量1、2,控制点集,权重集

② 调用函数获得𝑛/0,{𝑐/}/12
323 ,IEN,{{𝑝⃑4

4,/}}, {{𝑤6
4,/}}, 

{{𝑝⃑6
6,/}}, {{𝑤6

6,/}}

③ Set 𝑛7,{ (𝜉7}712
34 ,{*𝑤7}712

34

④ 构建 ID和LN数组

⑤ 构建 g8,A=1,…d (Dirichlet条件数据)

第二步：构建刚度矩阵

Set K=O and F=O

for e=1,…, 𝑛/0
调用单元计算函数得到k/和f /

调用单元装配函数更新K和F

endloop

第2.1步：添加边界约束条件

for i=1,…,n

for A=1,…,d

if BC(A,i)=1

set P=ID(A,i)

set 𝐾99 = 1

set 𝐹: = (𝑔⃑;)8
endif

endloop

endloop

第3步：求解矩阵系统

Solve d=K.inverse()*F

第4步：分析结果



ID数组的替代结构

*

ID数组定义如下：P=ID(A , i)    Q=ID(B , j)

其中P是方程编号，Q是未知量编号，A,B是自由度编号，i , j是基函数编号。

构建ID数组有两个明显的做法：（1）通过基函数索引将未知量组织起来；（2）使用自由度索引将未知量

组织起来。

（1）通过基函数索引将未知量组织起来

d =

𝑑!
𝑑"
𝑑#
𝑑$
⋮

𝑑"%&!
𝑑"%

=

(𝑑!)
(𝑑")
⋮

(𝑑%)

𝐾 =

(k)!! (k)!" ⋯ (k)!%
(k)"!
⋮

(k)%!

(k)""
⋮

(k)%"

⋯
⋱
…

(k)"%
⋮

(k)%%

𝐼𝐷 𝐵, 𝑗 = 𝑗 − 1 ∗ 𝑑 + 𝐵

其中k_ij是和基函数i，j相关的d*d矩阵。做法1的刚度矩阵会比做法2的刚度矩阵更具有稀疏性。



ID数组的替代结构

*

（2）使用自由度索引将未知量组织起来

d =

𝑑!
⋮
𝑑'
𝑑%(!
⋮
𝑑"%

=

(𝑑!)!
⋮

(𝑑%)!
(𝑑!)!
⋮

(𝑑%)!

𝐾 = 𝐾!! 𝐾!"
𝐾"! 𝐾""

𝐼𝐷 𝐵, 𝑗 = 𝐵 − 1 ∗ 𝑛 + 𝑗

其中𝐾)*是和自由度A、B相关的n*n矩阵。

全局矩阵系统：
𝐾!! 𝐾!"
𝐾"! 𝐾""

𝑑!
𝑑"

= 𝐹!
𝐹"

因此，方法2使得矩阵系统基于物理进行排序。这样的线性系统可以高效的使用基于物理的线性

求解器和预处理器。



实验

*

线弹性问题单元离散平衡方程

𝑢< =
𝑃𝑦
6𝐸𝐼

6𝐿 − 3𝑥 𝑥 + 2 + 𝜇 𝑦= −
𝐷=

4

𝑢> = −
𝑃
6𝐸𝐼

3𝜇𝑦= 𝐿 − 𝑥 + 4 + 5𝜇
𝐷=𝑥
4

+ 3𝐿 − 𝑥 𝑥=

σ< = −
𝑃 𝐿 − 𝑥 𝑦

𝐼
，𝜎> = 0，𝜏<> =

𝑃
2𝐼

𝐷=

4
− 𝑦=

解析解位移分布

等几何分析位移分布

端点处有限元分析、等几何分析和解析解的位移大小

悬臂梁问题解析解

I
?5
𝑩𝑻𝑫𝑩𝒖𝒆dΩA = I

?5
𝑵B𝒑dΩA +I

C6
2
𝑵B𝒕 dΓD/



实验

*

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =
𝒔𝒉 − 𝒔∗ #$ %

𝒔∗ #$ %

带孔平板 冯米斯应力分布 X方向位移分布 Y方向位移分布

l 相同单元下等几何比有限元数值精

度更高

l 粗网格下等几何也有极高的精度，

可通过减少单元规模加速仿真过程
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Main idea of IGA

Representing geometry and solution field in the same spline space



Related work

• Application in various simulation problems

• Application of various spline  in IGA

• NURBS

• T-spline

• Subdivision surfaces and volumes

• PHT-spline

• Powell-Sabin spline

• Triangular B-spline

• Geometric modeling issue in IGA (Isogeometric Modeling) 

• Analysis-suitable spline 

• Analysis-suitable volume parameterization

• Shape optimization based on IGA



Motivation of GIFT

• This consistent spline representation has the potential to provide 
closer integration between geometric design and numerical 
analysis

• Some constraints which may be unwanted

• Conversion from the given NURBS geometry into the specified 
spline model is required as presented in the following paper

H. Speleers ,C. Manni , F. Pelosi. From NURBS to NURPS geometries.

CMAME, 255(2013) 238-254

• In most cases, the exact conversion is impossible



Main idea of GIFT
Representing geometry and solution field in different spline space

Geometry-Independent Field approximaTion



Comparison of IGA and GIFT

IGA GIFT

Solution field Same spline space as the geometry
Geometry-independent

spline space
Computational domain Varies during h/p-refinements Fixed during h/p-refinement

Integration element
Knot span of the parametric

domainof the computational domain
Knot span of the parametric
domain of the solution field

Degree of freedom Fixed by the computational domain Flexible
Continuity of solution field Fixed by the computational domain Flexible



Main features of GIFT

• Flexibility for solution representation: solution field with local
strong gradient

• Independent control of continuity conditions : in case of multi-
patches, the continuity condition between neighboring patches in 
the solution field can be automatically guaranteed without setting 
additional continuity constraints 

• Independent field refinement: refinement operations by knot 
insertion and degree elevation are performed directly on the spline 
space of the solution field

• Efficient processing with pre-computing: Jacobian can be pre-
computed to save computational expense



Outline
• Main idea

• A general framework for GIFT

• Patch tests for GIFT

• Adaptive GIFT with PHT-spline

• Shape optimization with GIFT

• Conclusion and future work



Model problem

Au = �@j (aij(x)@iu) + bj(x)@ju+ c(x)u

in which is an elliptical partial differential operatorA



Weak form
Find u ! H 1

0 (! ), such that for any v ! H 1
0 (! )

a(u, v) = l(v), (1)

where

a(u, v) =
Z

⌦

{(aij (x )! i u! j v + bj (x )! j uv + c(x )uv)} d! ,

l(v) =
Z

⌦

f (x )v(x )d! +
Z

�N

g(x )v(x )d"
(2)



;<=>? +,2.-)#)&,%#/ 5,2#&%

F : P ! ! , x = F (! )

F (! ) =
N!

! =1

C ! N! (! )

F (! )

P !



!"#$%#&'"%()%*+,-

The main idea of the GIFT method is to seek for a solution in a geometry-
independent spline space

V = { u ! span{ M i 1 ,i 2 ,...i d (! )} " F ! 1, u|! D = 0 } ,

where M i 1 ,i 2 ,...i d (! ) can be a tensor product of NURBS, B-splines, T-splines,
PHT-splines, etc.

The problem then consists in ÞndinguG ! V such that for any vG ! V

a(uG , vG ) = l(vG )

The solution is sought in the form

uG (x ) =
M!

! =1

UG
! M ! (x ),



!"#$$"%&'()*#"%++++
'$$?*?9 &T",:*& -#579,..57 9.*?5#.$

¥ Source function

f (x ) =
8 ! 9

!
x2 + y2

x2 + y2 sin(2 arctan(y/x )) ,

¥ Exact solution

u(x ) = ( x2 + y2 ! 3
!

x2 + y2 + 2) sin(2 arctan( y/x ))

! ! u = f in !

u = 0 on ! !


























































