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1.泊松方程（热传导方程）



热传导方程的强形式
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热传导方程的强形式

l 考虑一个在NURBS几何体定义的域上的偏微分方程--热传导方程，该方程的强形式是

*

找到一个u : 𝜴 → 𝑹 :使其满足：
−𝛁 𝑲𝛁𝒖 = 𝒇 𝒊𝒏 𝜴

𝒖 = 𝒈 𝒐𝒏 Г𝑫
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏

= 𝒉 𝒐𝒏 Г𝑵
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏

= −𝜷 𝒖 − 𝒖𝑹 𝒐𝒏 Г𝑹

其中：

u:温度场 𝑢: 𝛺 → 𝑅 K 热传导率 𝐾: 𝛺 → 𝑅! 𝐾 > 0 f：热传导源函数𝑓: 𝛺 → 𝑅

g：固定温度场𝑔: Г" → 𝑅 h：固定热通量ℎ: Г# → 𝑅 𝑈$：周围对流介质的温度𝑈$:Г$ → 𝑅

β：对流传热系数β: Г$ → 𝑅! Г":迪利克雷边界 Г#:纽曼边界
Г$:罗宾条件 同时满足Г" ∪ Г# ∪ Г$= Г = 𝜕𝛺且 Г" ∪ Г# ∪ Г$= ∅



热传导方程的弱形式

l 当前目标是找到一个近似解即𝑢& ≈ 𝑢 。为定义弱形式的热传导方程，我们需要定义两组函数

*

1. 第一组函数是由试探解组成，从一开始，这些函数就需要满足强形式的迪利克雷边界。定义试探解的集合
空间如下：

𝚽：{𝒖: 𝜴 → 𝑹，𝒖 ∈ 𝑯𝟏 𝜴 且 𝒖|Г𝑫 = 𝒈}

𝑯𝟏 𝜴 ∶ {𝒖: 𝜴 → 𝑹且 𝒖,
𝝏𝒖
𝝏𝒙 ,

𝝏𝒖
𝝏𝒚 ∈ 𝑳

𝟐 𝜴 }

𝑳𝟐 𝜴 : {𝒖| E
𝜴

.

𝒖𝟐 𝒅𝜴 < +∞}

可以看出，试探解是具有平方可积导数的平方可积函数，同时期望温度场u属于Φ



热传导方程的弱形式
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2.第二组函数是测试函数。测试函数的集合与Φ非常相似，只是再定义：

𝚼：{𝝎:𝜴 → 𝑹,𝝎 ∈ 𝑯𝟏 𝜴 且𝝎|Г𝑫 = 𝟎}

现在强形式方程两边同时乘以测试函数。积分后得到：

E
𝜴

.

（−𝝎𝛁 𝑲𝛁𝒖 ）𝒅𝜴 = E
𝜴

.

𝝎𝐟𝒅𝜴

将左边部分进行分部积分，结果是：

E
𝜴

.

（−𝝎𝛁 𝑲𝛁𝒖 ）𝒅𝜴 = E
𝜴

.

𝑲𝛁𝒖𝛁𝝎𝒅𝜴 −E
Г

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г

考虑条件 Г" ∪ Г# ∪ Г$= Г = 𝜕𝛺 得到下式：

E
Г

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г = E

Г𝑫

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г + E

Г𝑵

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г + E

Г𝑹

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г



热传导方程的弱形式

l 考虑三种边界条件：

*

当𝝎|Г𝑫 = 𝟎，有

E
Г𝑫

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г = 𝟎

当𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏

= 𝒉，有

E
Г𝑵

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏

𝒅Г = E
Г𝑵

.

𝝎𝒉𝒅Г

当𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏

= −𝜷 𝒖 − 𝒖𝑹 ，有

E
Г𝑹

.

𝝎
𝑲𝝏𝒖
𝝏𝒏 𝒅Г = − E

Г𝑹

.

−𝜷𝝎 𝒖 − 𝒖𝑹 𝒅Г

将上述式子代入方程：

E
𝜴

.

𝑲𝛁𝒖𝛁𝝎𝒅𝜴 + E
Г𝑹

.

𝜷𝝎𝒖𝒅Г = E
𝜴

.

𝝎𝐟𝒅𝜴 + E
Г𝑵

.

𝝎𝒉𝒅Г + E
Г𝑹

.

𝜷𝝎𝒖𝑹𝒅Г



热传导方程的弱形式

l 根据之前的分析，可以给出热传导方程的弱形式如下：

*

找到𝒖𝝐𝚽，使其满足：
𝒂 𝝎, 𝒖 = 𝑳 𝝎 ∀𝝎𝝐𝚼

其中

𝒂 𝝎, 𝒖 = E
𝜴

.

𝑲𝛁𝒖𝛁𝝎𝒅𝜴 + E
Г𝑹

.

𝜷𝝎𝒖𝒅Г

𝑳 𝝎 = E
𝜴

.

𝝎𝐟𝒅𝜴 + E
Г𝑵

.

𝝎𝒉𝒅Г + E
Г𝑹

.

𝜷𝝎𝒖𝑹𝒅Г

并且𝒂 𝝎, 𝒖 满足
𝒂 𝝎, 𝒖 = 𝒂 𝒖,𝝎

𝒂 𝝎, 𝒖 > 𝟎 ∀𝝎𝝐𝚼且𝝎 ≠ 𝟎



2.伽略金（Galerkin)方法



Galerkin’s 方法

l 主要思想：构造有限维近似，无限维问题化为有限维问题

*

已有定义如下：

𝚽： 𝒖: 𝜴 → 𝑹，𝒖 ∈ 𝑯𝟏 𝜴 且 𝒖|Г𝑫 = 𝒈

𝚼：{𝝎:𝜴 → 𝑹,𝝎 ∈ 𝑯𝟏 𝜴 且𝝎|Г𝑫 = 𝟎}

在等几何分析中，构造有限维近似，即满足：
𝚽𝒉 ⊂ 𝚽
𝚼𝒉 ⊂ 𝚼

故定义Φ& 和 Υ&在NURBS空间：

𝚼𝒉：{ 𝝎𝒉∈ 𝚼, 𝝎𝒉 𝒙 =[
𝒊3𝟏

𝒏

𝑵𝒊(𝒙)𝒄𝒊}

𝚽𝒉：{ 𝒖𝒉∈ 𝚽, 𝒖𝒉 𝒙 =[
𝒊3𝟏

𝒏

𝑵𝒊(𝒙)𝒅𝒊}



Galerkin’s 方法

l Galerkin’s方法的表达如下：

*

找寻 𝒖𝒉 = 𝒗𝒉 + 𝒈𝒉, 𝒗𝒉 ∈ 𝚼𝒉,即：
𝒂 𝝎𝒉, 𝒗𝒉 = 𝑳 𝝎𝒉 − 𝒂 𝝎𝒉, 𝒈𝒉

考虑到NURBS基函数是高度局部化的，因此在边界Г"很少有非零的函数，在不失一般性的情况下，假设存在
一个整数𝑛45 < 𝑛，满足：

𝑵𝒊|Г𝑹 = 𝟎 ∀𝒊 = 𝟏,… , 𝒏𝒆𝒒
故可以得到：

𝚼𝒉：{ 𝝎𝒉: 𝝎𝒉=[
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒊(𝒙)𝒄𝒊}

进一步，可以选择𝒈𝒉使得 𝒈𝟏 = ⋯ = 𝒈𝒏𝒆𝒒 = 𝟎:

𝒈𝒉 𝒙 = [
𝒊3𝒏𝒆𝒒!𝟏

𝒏

𝑵𝒊(𝒙)𝒈𝒊



Galerkin’s 方法

*

将上述定义代入等式 𝒖𝒉 = 𝒗𝒉 + 𝒈𝒉 ,得到：

𝒖𝒉 𝒙 =[
𝒊3𝟏

𝒏

𝑵𝒊(𝒙)𝒅𝒊 =[
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒊(𝒙)𝒅𝒊 + [
𝒊3𝒏𝒆𝒒!𝟏

𝒏

𝑵𝒊(𝒙)𝒈𝒊 = 𝒗𝒉 + 𝒈𝒉

将结果带入等式：

𝒂 [
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒊𝒄𝒊 ,[
𝒋3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒋𝒅𝒋 = 𝑳 [
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒊𝒄𝒊 − 𝒂([
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒊𝒄𝒊 , 𝒈𝒉)

进一步可以得到：

[
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝒄𝒊 [
𝒋3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝒂 𝑵𝒊, 𝑵𝒋 𝒅𝒋 − 𝑳 𝑵𝒊 + 𝒂 𝑵𝒊, 𝒈𝒉 = 𝟎

又因为𝒄𝒊，𝒊 = 𝟏,… , 𝒏𝒆𝒒是任意常数,故：

[
𝒋3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝒂 𝑵𝒊, 𝑵𝒋 𝒅𝒋 = 𝑳 𝑵𝒊 − 𝒂 𝑵𝒊, 𝒈𝒉 ，𝒊 = 𝟏,… , 𝒏𝒆𝒒



Galerkin’s 方法

*

给出以下定义：

𝑲𝒊𝒋 = 𝒂 𝑵𝒊, 𝑵𝒋
𝑭𝒊 = 𝑳 𝑵𝒊 − 𝒂 𝑵𝒊, 𝒈𝒉

𝑲 = [𝑲𝒊𝒋]
𝑭 = [𝑭𝒊]
𝒅 = [𝒅𝒊]

由于有限元方法在结构有限元分析中的历史渊源，称

K : 刚度矩阵

d: 位移矢量

F: 力矢量
𝒅 = 𝑲9𝟏𝑭

我们最终得到了温度场的理想离散近似值

𝒖𝒉 𝒙 =[
𝒊3𝟏

𝒏𝒆𝒒

𝑵𝒊(𝒙)𝒅𝒊 + [
𝒊3𝒏𝒆𝒒!𝟏

𝒏

𝑵𝒊(𝒙)𝒈𝒊

其中：𝒅𝒊是需要求得的解，而𝒈𝒊对应迪利克雷边界的数据



3.装配矩阵系统



装配矩阵系统

l 注意到，由于每个NURBS基函数都是高度局部化的，故刚度矩阵K是一个稀疏矩阵。因此对于𝐾:;矩阵的组装，可
以将整个域上的积分写成仅对单元的积分，同时利用这一特性来减少构建和求解矩阵系统的工作量，

*

建立一个单元刚度矩阵𝑲𝒆

[𝑲𝒆]𝒂𝒃 = E
𝜴𝒆

.

𝑲𝛁𝑵𝒂𝒆 𝛁𝑵𝒃𝒆𝒅𝜴𝒆 + E
Г𝑹∩𝝏𝜴𝒆

.

𝜷𝑵𝒂𝒆 𝑵𝒃𝒆𝒅Г𝒆

单元力向量𝒇𝒆

[𝒇𝒆]𝒂 = E
𝜴𝒆

.

𝑵𝒂𝒆 𝐟𝒅𝜴𝒆 + E
Г𝑵∩𝝏𝜴𝒆

.

𝑵𝒂𝒆 𝒉𝒅Г𝒆 + E
Г𝑹∩𝝏𝜴𝒆

.

𝜷𝑵𝒂𝒆 𝒖𝑹𝒅Г𝒆

使用IEN数组更新全局矩阵
𝑲𝒊𝒋 替换为𝑲𝒊𝒋 + 𝑲𝒂𝒃

𝒆

𝑭𝒊 替换为 𝑭𝒊 + 𝒇𝒂𝒆

其中𝒂, 𝒃 = 𝟏,… , 𝒏𝒍𝒐𝒄
𝒊 = 𝑰𝑬𝑵 𝒂, 𝒆 , 𝒋 = 𝑰𝑬𝑵(𝒃, 𝒆)



装配矩阵系统

*

上述更新的一个例外是：基函数𝑵𝒊, 𝑵𝒋在迪利克雷边界上为非零。为了处理此例外，引入使用BC函数

𝑩𝑪 𝒊 = q
𝟎, 𝑵𝒊 |Г𝑫 = 𝟎
𝟏, 其他

如果𝑩𝑪 𝒊 = 𝟏，则改变策略：
𝑲𝒊B = 𝟏 𝑲𝒊𝒋 = 𝟎，𝒊 ≠ 𝒋

𝑭𝒊 = 𝒈
这对应于迪利克雷边界：𝒅𝒊 = 𝒈𝒊

如果在组装过程中，若遇到 i，j，𝑩𝑪 𝒊 = 𝟎和 𝑩𝑪 𝒋 = 𝟏，不更新𝑲𝒊𝒋 ，而是考虑

𝑭𝒊 −𝑲𝒂𝒃
𝒆 𝒈𝒋替代𝑭𝒊



装配矩阵系统流程图

*

l 全局刚度矩阵K和力向量F的组装矩阵的总体算法如下



4.构造单元刚度矩阵和力向量



构造单元刚度矩阵和力向量

l 将𝛺4 ⊆ 𝛺看作在物理域中随意的一个单元，使用逆映射(𝑥4)9C: 𝛺4 ⟶ u𝛺 ，先定义以下概念：

*

雅可比矩阵：

𝑱 = 𝝏𝒙/𝝏𝝃𝟏 𝝏𝒙/𝝏𝝃𝟐
𝝏𝒚/𝝏𝝃𝟏 𝝏𝒚/𝝏𝝃𝟐

雅可比矩阵行列式：
𝒋 = 𝒅𝒆𝒕(𝑱)

单位向外法向量：
z𝒏

单位切向量：
{𝒕

表面行列式：
𝒋Г = |𝑱{𝒕|



构造单元刚度矩阵和力向量

l 根据上述定义可以将𝛺4内积分转化为 u𝛺内积分，得到以下等式：

*

E
𝜴𝒆

.

𝑲𝛁𝑵𝒂𝒆 𝛁𝑵𝒃𝒆𝒅𝜴𝒆 = E
D𝜴

.

𝑲(𝒙𝒆(u𝝃))(𝛁𝒙𝑵𝒂𝒆𝒙𝒆(u𝝃))(𝛁𝒙𝑵𝒃𝒆𝒙𝒆(u𝝃)) 𝒋𝒅|𝜴

E
Г𝑹∩Г𝒆

.

𝜷𝑵𝒂𝒆 𝑵𝒃𝒆𝒅Г𝒆 = E
𝒙𝒆 &𝟏(Г𝑹∩Г𝒆)

.

𝜷(𝒙𝒆(u𝝃))𝑵𝒂𝒆𝒙𝒆(u𝝃)𝑵𝒃𝒆𝒙𝒆(u𝝃) 𝒋Г 𝒅 uГ

E
𝜴𝒆

.

𝑵𝒂𝒆 𝐟𝒅𝜴𝒆 = E
D𝜴

.

𝑵𝒂𝒆𝒙𝒆(u𝝃)𝐟𝒙𝒆(u𝝃) 𝒋𝒅|𝜴

E
Г𝑵∩Г𝒆

.

𝑵𝒂𝒆 𝒉𝒅Г𝒆 = E
𝒙𝒆 &𝟏(Г𝑵∩Г𝒆)

.

𝑵𝒂𝒆𝒙𝒆 u𝝃 𝒉𝒙𝒆(u𝝃) 𝒋Г𝒅 uГ

E
Г𝑹∩Г𝒆

.

𝜷𝑵𝒂𝒆 𝒖𝑹𝒅Г𝒆 = E
𝒙𝒆 &𝟏(Г𝑹∩Г𝒆)

.

𝜷(𝒙𝒆(u𝝃))𝑵𝒂𝒆𝒙𝒆(u𝝃)𝒖𝑹𝒙𝒆(u𝝃) 𝒋Г𝒅 uГ



构造单元刚度矩阵和力向量

l 得到单元刚度矩阵和力向量表达式，如下：

*

𝐾HI4 = E
J(

.

𝐾∇𝑁H4 ∇𝑁I4𝑑𝛺4 + E
Г)∩Г(

.

𝛽𝑁H4 𝑁I4𝑑Г4 𝑎, 𝑏 = 1,… . , 𝑛KLM

= E
DJ

.

𝐾∇N𝑁H4∇N𝑁I4 𝑗𝑑 u𝛺 + E
N( &*(Г)∩Г()

.

𝛽𝑁H4𝑁I4 𝑗Г𝑑 uГ

𝑓H4 = E
J(

.

𝑁H4 f𝑑𝛺4 + E
Г+∩Г(

.

𝑁H4 ℎ𝑑Г4 + E
Г)∩Г(

.

𝛽𝑁H4 𝑢$𝑑Г4 𝑎 = 1,… . , 𝑛KLM

= E
DJ

.

𝑁H4f 𝑗𝑑 u𝛺 + E
N( &*(Г+∩Г()

.

𝑁H4ℎ 𝑗Г𝑑 uГ + E
N( &*(Г)∩Г()

.

𝛽𝑁H4𝑢$ 𝑗Г𝑑 uГ

其中：
𝑗 = 𝑑𝛺4/𝑑 u𝛺
𝑗Г = 𝑑Г4/𝑑uГ
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l 目前面临有两个问题：如何计算基函数和导数？如何计算 u𝛺单元的积分？

*

解决问题1：如何计算基函数和导数？
根据之前所学的b样条基函数与Bernstein基的关系，以及NURBS相关知识可以知道

𝑹𝒆 𝒙𝒆 u𝝃 =
𝑾𝒆𝑵𝒆 𝒙𝒆 u𝝃

𝒘𝒆 u𝝃
=
𝑾𝒆𝑪𝒆𝑩 u𝝃
𝒘𝒆 u𝝃

其中：

𝑊4 =
𝑤C4 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑤O,-.

4

为了计算导数，可以使用链式求导法则：
∇N𝑁H4 = (𝐽9C)P∇QR𝑁H4

∇N𝑁I4 = (𝐽9C)P∇QR𝑁I
4

𝜕𝑅4

𝜕𝜉:
= 𝑊4𝐶4

𝜕(𝐵4 �𝜉 /𝑤4 �𝜉 )
𝜕𝜉:

= 𝑊4𝐶4(
1

𝑤4 �𝜉
𝜕𝐵4 �𝜉
𝜕𝜉:

−
𝜕𝑤4 �𝜉
𝜕𝜉:

𝐵4 �𝜉
(𝑤4 �𝜉 )S

)

𝜕𝑅4

𝜕𝑥 =
𝜕𝑅4

𝜕 �𝜉C

𝜕 �𝜉C
𝜕𝑥 +

𝜕𝑅4

𝜕 �𝜉S

𝜕 �𝜉S
𝜕𝑥

𝜕𝑅4

𝜕𝑦 =
𝜕𝑅4

𝜕 �𝜉C

𝜕 �𝜉C
𝜕𝑦 +

𝜕𝑅4

𝜕 �𝜉S

𝜕 �𝜉S
𝜕𝑦
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*

解决问题2：如何计算 u𝛺单元的积分，使用高斯积分法
对于函数,可以在积分域适当选取某些节点，然后用相对应的函数值加权平均对应该函数的积分值，即

E
𝒂

𝒃
𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ≈[

𝒊3𝟏

𝒏

𝒘𝒊𝒇(𝒙𝒊)

E
D𝜴

.
𝒇(u𝝃) 𝒅|𝜴 ≈[

𝒊3𝟏

𝒏𝒊

[
𝒋3𝟏

𝒏𝒋

𝒘𝒊𝒘𝒋𝒇(u𝝃𝒊, u𝝃𝒋)



完整算法流程图

*



代码---流程

*



代码---构造矩阵A

*



代码---构造矩阵b

*



代码---A矩阵单元积分计算（1）

*



代码---A矩阵单元积分计算（2）

*



代码---b矩阵单元积分计算（1）

*



代码---b矩阵单元积分计算（2）

*



代码---迪利克雷边界条件处理

*
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