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1.  工程和科学中典型问题

*

一、工程和科学中典型问题

如右图1所示平面桁架
结构，是由6个承受轴
向力的“杆单元”组成
。尽管离散系统是可解
的，但是求解右图2这
类复杂的离散系统，要
依靠计算机技术。



 工程和科学中典型问题

*

 第二类问题，通常可以建立它们应遵循的基本方程，即微分方程和相应的边

界条件。例如弹性力学问题，热传导问题，电磁场问题等。由于建立基本方程所

研究的对象通常是无限小的单元，这类问题称为连续系统，或场问题。

 尽管已经建立了连续系统的基本方程，由于边界条件的限制，通常只能得到

少数简单问题的精确解答。对于许多实际的工程问题，还无法给出精确的解答。



1.  场问题的一般描述

*

二、场问题的一般描述——微分方程+边界条件

1) 应力场----弹性力学

2) 温度场----热传导

3) 电磁场----电磁学

4) 流速场----流体力学
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1.  场问题的一般描述

*

特 点 优缺点

差分法
离散求解域；差分代替微
分；解代数方程组

要求规则边界，几何
形状复杂时精度低

等效积分法
（加权余量
法或泛函变
分法）

整体场函数用近似函数代
替；微分方程及定解条件
的等效积分转化为某个泛
函的变分，--求极值问题

适合简单问题，复杂
问题很难解决

有限元法

离散求解域；分片连续函
数近似整体未知场函数；
解线性方程组

节点可任意配置，边
界适应性好；适应任
意支撑条件和载荷；
计算精度与网格疏密
和单元形态有关，精
度可控



2.  有限元法基本思想
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三、有限元法基本思想

有限元分析的力学基础是弹性力学，而方程求解的原理是采用加权残值法或泛

函极值原理，实现的方法是数值离散技术，最后的技术载体是有限元分析软件

（ ）。

《有限元分析及应用》，胡于进、王璋奇，北京 : 清华大学出版社, 2009    P9-P10
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《有限元分析及应用》，胡于进、王璋奇，北京 : 清华大学出版社, 2009    P9-P10



2.  有限元法基本思想

*

 先将求解域离散为有限个单元，单元与单元只在节点相互连接；----即原始

连续求解域用有限个单元的集合近似代替

 对每个单元选择一个简单的场函数近似表示真实场函数在其上的分布规律，

该简单函数可由单元节点上物理量来表示----通常称为插值函数或位移函数

 基于问题的基本方程，建立单元节点的平衡方程（即单元刚度方程）

 借助于矩阵表示，把所有单元的刚度方程组合成整体的刚度方程，这是一组

以节点物理量为未知量的线性方程组，引入边界条件求解该方程组即可。



2.  有限元法基本思想

*
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实例1（离散系统）

*

首先分析单元1
节点位移向量表示：

节点力向量表示：
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       节点1沿x方向的位移          、其余节点

位移全为0时轴向压力为： 
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实例1（离散系统）

*

 节点1作用于单元1上的力，在x和y方向的分量分别为： 
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同理，节点2作用于单元1上的力，其大小与之相等，方

向相反，x和y方向的分量分别记为： 
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注：      表示第e个单元的第j个自由度产生单位位移，而其

它自由度上的位移为零时，第i个自由度上所受的力。常称

其为单元的刚度系数。 
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实例1（离散系统）
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    节点1沿x方向的位移            、其余节点位移全为0时，单元1上在x和y方向的
节点力分量分别为：
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实例1（离散系统）
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同理可求                       分别作单位位

移时相应的刚度系数，考虑到节点的

实际受力为                            和实际

位移为                     ，则据各个节点

节点力平衡得：
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 单元①节点力平衡方程



实例1（离散系统）
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单元②节点力平衡方程
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实例1（离散系统）

*

整体分析：作用于每个节点上的节点力平衡，即
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实例1（离散系统）

*

整体分析：作用于每个节点上的节点力平衡，即
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实例1（离散系统）
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将                             代入可得整体方程
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实例2（连续问题）
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通过材料力学求解和有限元求解进行比较
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例：等截面直杆在自重作用下的拉伸 图(a)

单位杆长重量为q，杆长为L，截面面积为A，弹性模数为E



实例2（连续问题）
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材料力学方法求解直杆拉伸：图(b)---位移法

     考虑微段dx，内力 N=q (L-x)

     dx的伸长为

     x截面上的位移：

     根据几何方程求应变，物理方程求应力。这里

        应变                                                    应力
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实例2（连续问题）
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取 x a

令 a
3
L



x 2a

x 3a

25
2

qau
EA

则

28
2

qau
EA



29
2

qau
EA





实例2（连续问题）

*

iL

1iL

图 2-3

i+1

i

i-1

2
)LL(  q 1ii 

1L
2L

iL
1iL

1

图 2-2

n
n-1

i+1

i

i-1

2

Ln

有限单元法求解直杆拉伸：结构离散 
①离散化      ②外载荷集中到节点上，即把投影

部分的重量作用在节点i上

每个节点都受到外力作用（即重力），
相当于把重力平分到每个节点上。



实例2（连续问题）

*

有限单元法求解直杆拉伸：单元分析 
③假设线单元Li上的位移为线性函数，对于第Li个单元

1
1 1

    ( )  (  )i i
i i

i

u uu u x u x x
L


 


   

i 1
x

i

uduε ,
dx L

iu 
  i 1

i

uE ( )
L

i
i i

uE  
  i L 1

      ( )
i

i i
i

i

u uN A A E
L

 
 

1 1

1

   ( )i

i

L i i

i

u uN A E
L

 




同理，对于第Li+1个单元

Ni

Ni+1

i

i+1Li+
1

  ( )u x ax b 
  ( )i i iu u x ax b  1 1 1  ( ) ,i i iu u x ax b    将 代入上式，得到

Ni-1

Ni

i-1

iLi



实例2（连续问题）

*

有限单元法求解直杆拉伸：单元分析 
④以 为对象，

力的平衡方程

 
将位移和内力的关系代入得 
      

其中

0xF 

1

 i

1  ( )
2

i iL L i i
i

q L LN N  
 

2
 i-1  i  i 1

1(1 ) (1 )  
2i i i

i

qu u u L
EA

 
     

用节点位移表示的平衡方程，其中i=1，2，… n有n个方程
未知数也有n个，解方程组，得出节点位移，进而计算应力      

i N

1i N 

图 2-5

i

2
)LL(  q 1ii 

Ni

Ni+1

i

i+1
Li+1

Ni-1

Ni

i-1

i
Li

i L 1
     ( )

i

i i

i

u uN A E
L




1 1

1

   ( )i

i

L i i

i

u uN A E
L

 






1

i
i

i

L
L








实例2（连续问题）

*

有限单元法求解直杆拉伸：整体分析与求解 

aL1 

aL3 

aL2 

0 u

1 u

2 u

3 u

0

1

2

3

图 2-6

假设线单元数为3个的情况，平衡方程有3个：

i=1时，

i=2时,

i=3时，

2
 1  22 qu u a

EA
 

2
 1  2  3 2 qu u u a

EA
   

2
 2  3 

2 
qu u a
EA

  

1 1

 i  i  i

1
1

  ( )( 3 0 0)
2

i i iL L Li i
i

q L Li N N N L 



  时， ，其中 ＝ ， ＝

0( 0)u 

2
 i-1  i  i 1

1(1 ) (1 )  
2i i i

i

qu u u L
EA

 
     



实例2（连续问题）

*

有限单元法求解直杆拉伸：整体分析与求解 

方程组求解： 2

 1
5 qa
2 EA

u 

2

 2
8 qa
2 EA

u 

EA
qa

2
9

u
2

3 

2
 1  22 qu u a

EA
 

2
 1  2  3 2 qu u u a

EA
   

2
 2  3 

2 
qu u a
EA

  



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

1. 所研究问题的数学建模

2. 物体离散

3. 单元分析

4. 整体分析与求解

5. 结果分析及后处理

 P 

 P 

力学模型
(平面应力问题

)

有限元模型



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

 结构离散（有限元建模）

 内容：

1. 网格划分---即把结构按一定规则分割成有限单元

2. 边界处理---即把作用于结构边界上约束和载荷处理为节点约束和节点载荷

 要求：

1. 离散结构必须与原始结构保形----单元的几何特性    

2. 一个单元内的物理特性必须相同----单元的物理特性(例如：材料等)

0
i

i j i i i

E
E E p e f
 

   I
U



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

 单元与节点

：即原始结构离散后，满足一定几何特性和物理特性的最小结构域

：单元与单元间的连接点。

：单元与单元间通过节点的相互作用力（即内力）

：作用于节点上的外载（即外力）

1 

2 

3 

X2 

① 
 ② 

Y2 

1 

2 
1
2xF  

① 
 

1
2yF  

1
1xF  

1
1yF  

2
2yF  

2
3yF  

2 

② 

3 

2
2xF  

2
3xF  

节点载荷

节点力



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

注意：

①节点是有限元法的重要概念，有限元模型中，相邻单元的作用通过节点传

递，而单元边界不传递力，这是离散结构与实际结构的重大差别；

②节点力与节点载荷的差别

非法结构离散

 

不同材料
节点不合法



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

典
型
单
元
类
型

单元类型 单元图形 节点数 节点自由度

一维杆单元 2 1
二维梁单元 2 3

平面单元 3 2

平面四边形 4 2

二维轴对称
问题

3 2

二维板壳单
元

4 3

四面体单元 4 3



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

 插值函数（或位移函数）

        用以表示单元内物理量变化（如位移或位移场）的近似函数。由于
该近似函数常由单元节点物理量值插值构成，故称为插值函数，如单元
内物理量为位移，则该函数称为位移函数。

        的一般原则：

1）位移函数在单元节点的值应等于节点位移（即单元内部是连续的）；

2）所选位移函数必须保证有限元的解收敛于真实解。

注：为了便于微积分运算，位移函数一般采用多项式形式，在单元内
选取适当阶次的多项式可得到与真实解接近的近似解。



3.  有限元法的基本步骤与相关概念

*

①广义坐标法

一维单元

位移函数：

                                                                                      为待定系数，

                                                                                      也称为广义坐标

2
0 1 2

2

0 1 2

( ) ...
      ( )

{1 ... }
{ ... }

n
n

n

T
n

u x x x x
u x

x x x

   


    

   



 



简记为

i

②插值函数法   即将位移函数表示为各个节点位移与已知插值基函数积的和。

1 1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ...

       ( )
n

i i

u x N x u N x u

N x u

  


注：Ni可为Lagrange、Hamiton多项式或形函数，在0~1间变化

1

1

( , )

( , )

n

i i

n

i i

u x y N u

v x y N v











有限元法的收敛准则

*

 影响有限元解的

（1）离散误差

（2）位移函数误差

 提高有限元解 的方法：

（1）增加单元的网格数量

（2）位移函数选用高阶多项式（高阶单元）



有限元法的收敛准则

*

1）位移函数必须包括常量应变（即线形项）（位移在单元内和边界上为线

性变化，应变为常量）；

2）位移函数必须包括单元的刚性位移（即常量项）；

3）位移函数在单元内部必须连续（连续性条件）；

4）位移函数应使得相邻单元间的位移协调（协调性条件）；

注：上述四个条件称为有限元解收敛于真实解的充分条件；前三个条件称为必

要条件。满足四个条件的位移函数构成的单元称为协调元；满足前三个条件

的单元称为非协调元；满足前两个条件的单元称为完备元。



4.  有限元法的形成与发展

*

 在寻找连续系统求解方法的过程中，工程师和数学家从两种不同的路线得

到了相同的结果，即有限元法。有限元法的形成可以回顾到二十世纪50年代，

来源于固体力学中矩阵结构法的发展和工程师对结构相似性的直觉判断。从固

体力学的角度来看，桁架结构等标准离散系统与人为分割成有限个分区后的连

续系统在结构上存在相似性。

1956年M.J.Turner, R.W.Clough, H.C.Martin, L.J.Topp在纽约举行的航空

学会年会上介绍了一种新的计算方法，将矩阵位移法推广到求解平面应力问题

。他们把结构划分成一个个三角形和矩形的“单元”，利用单元中近似位移函数

，求得单元节点力与节点位移关系的单元刚度矩阵。



4.  有限元法的形成与发展

*

        1954-1955年，J.H.Argyris在航空工程杂志上发表了一组能量原理和结构

分析论文。

        1960年，Clough在他的名为“The finite element in plane stress analysis”的
论文中首次提出了有限元（finite element）这一术语。

        数学家们则发展了微分方程的近似解法，包括有限差分方法，变分原理

和加权余量法。

        在1963年前后，经过J.F.Besseling, R.J.Melosh, R.E.Jones, R.H.Gallaher, 
T.H.Pian（卞学磺）等许多人的工作，认识到有限元法就是变分原理中Ritz近
似法的一种变形，发展了用各种不同变分原理导出的有限元计算公式。

        1965年O.C.Zienkiewicz和Y.K.Cheung（张佑启）发现只要能写成变分形

式的所有场问题，都可以用与固体力学有限元法的相同步骤求解。

        1969年B.A.Szabo和G.C.Lee指出可以用加权余量法特别是Galerkin法，导

出标准的有限元过程来求解非结构问题。



4.  有限元法的形成与发展

*

        我国的力学工作者为有限元方法的初期发展做出了许多贡献，其中比较
著名的有：陈伯屏（结构矩阵方法），钱令希（余能原理），钱伟长（广义
变分原理），胡海昌（广义变分原理），冯康（有限单元法理论）。   

陈伯屏 钱令希 钱伟长
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Computational Modeling Sciences Department

45

Simulation Process

3

2

1. Build CAD Model 2. Mesh 3. Apply Loads and 
Boundary 
Conditions

4. Computational Analysis 5. Visualization

2 kN
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Mesh Generation Process
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Meshing Algorithms
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Tri/Tet 
Methods

http://www.simulog.fr/mesh/gener2.htm

Octree
Advancing Front
Delaunay

http://www.ansys.com
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Advancing Front

A B

C

•Begin with boundary mesh - define as initial front
•For each edge (face) on front, locate ideal node C based on front AB
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Advancing Front

A B

C
r

•Determine if any other nodes on current front are within 
search radius r of ideal location C (Choose D instead of 
C)

D
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Advancing Front

•Book-Keeping:  New front edges added and deleted 
from front as triangles are formed
•Continue until no front edges remain on front

D
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Advancing Front

•Book-Keeping:  New front edges added and deleted 
from front as triangles are formed
•Continue until no front edges remain on front
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Advancing Front

•Book-Keeping:  New front edges added and deleted 
from front as triangles are formed
•Continue until no front edges remain on front
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Advancing Front

•Book-Keeping:  New front edges added and deleted 
from front as triangles are formed
•Continue until no front edges remain on front
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Advancing Front

A

B

C

•Where multiple choices are available, use best quality 
(closest shape to equilateral)
•Reject any that would intersect existing front
•Reject any inverted triangles (|AB X AC| > 0)
•(Lohner,88;96)(Lo,91)

r
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Advancing Front

Ansys, Inc.
www.ansys.com
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Delaunay

Tetmesh-GHS3D
INRIA, France
http://www.simulog.fr/tetmesh/
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Quad/Hex
Methods

•Requires geometry to conform 
to specific characteristics
•Regular patterns of 
quads/hexes formed based on 
characteristics of geometry
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Structured

6

6

3

3
Mapped 
Meshing

•4 topological 
sides
•opposite sides 
must have 
similar intervals

Geometry 
Requirements

Algorithm
•Trans-finite 
Interpolation 
(TFI)
•maps a regular 
lattice of quads 
onto polygon 
(Thompson,88;99)
(Cook,82)
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Structured

3D Mapped 
Meshing

•6 topological 
surfaces
•opposite 
surfaces must 
have similar 
mapped meshes

Geometry 
Requirements
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Structured

http://www.gridpro.com/gridgallery/tmachinery.html http://www.pointwise.com/case/747.htm

Mapped 
Meshing
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Structured

i
j

+3i

+3i

+2j

q -1j

Sub-Mapping

•Blocky-type surfaces 
(principally 90 degree angles)

Geometry Requirements

  0iInterval

  0jInterval

(White,95)
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Structured

Sub-Mapping

•Automatically decomposes 
surface into mappable regions 
based on assigned intervals

(White,95)
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Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable
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Structured

source

target

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable

linking 
surface

s
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Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable
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Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable



Computational Modeling Sciences Department

68

Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable
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Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable
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Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable
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Structured

Sweeping

Geometry 
Requirements
•source and target 
surfaces topologicaly 
similar
•linking surfaces 
mapable or 
submapable
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Medial Axis

Medial Axis

(Price, 95;97)(Tam,91)

•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts
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Medial Axis

Medial Axis
•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts(Price, 95;97)(Tam,91)
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Medial Axis

Medial Axis
•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts(Price, 95;97)(Tam,91)
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Medial Axis

Medial Axis
•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts(Price, 95;97)(Tam,91)
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Medial Axis

Medial Axis
•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts(Price, 95;97)(Tam,91)
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Medial Axis

Medial Axis
•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts(Price, 95;97)(Tam,91)
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Medial Axis

Medial Axis
•Medial Object - Roll a Maximal circle or sphere through the 
model.  The center traces the medial object 
•Medial Object used as a tool to automatically decompose 
model into simpler mapable or sweepable parts(Price, 95;97)(Tam,91)
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Meshing Algorithms
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Unstructured-Quad
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Unstructured-Quad
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Unstructured-Quad
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Q-Morph

Unstructured-Quad
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Q-Morph

Unstructured-Quad
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Unstructured-Quad
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Meshing Algorithms



背景 结构网格生成的“金标准”

 全自动

 鲁棒性好

 网格质量高

 保持边界CAD几何

 …..

鲁棒性

全自动 高质量

区域剖分是关键！ 标架场引导的区域剖分

高阶网格



基于标架场的二维区域全自动四边形网格生成框架

 主要思想：求解拉普拉斯型控制方程，获取一个反映模型边界几何特征、覆盖整个

问题域的矢量场. 继而结合矢量与标架的映射关系, 将计算得到的矢量场转化为标架

场. 最后通过分析标架场的奇异结构将问题域分解成多个四边子区域, 并在每个子区

域利用映射法生成高质量的结构四边形网格。



 控制方程

 以区域边界  上矢量向区域  内推进时满足最小变化为目标，可利用拉普拉斯
方程定义内部区域光滑矢量场 u，

分别在 D 与 N 上应用狄利克雷边界条件与诺依曼边界条件

基于标架场的二维区域全自动四边形网格生成 

 
∆��(�) = 0

��(�) = ��,0(�)
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 边界条件的设置以及矢量场与标架场的解
 在边界上设置狄利克雷边界条件，在边界上的每个初始标架设置为一个方向对齐

边界切线方向，同时另一个方向与边界垂直。

基于标架场的二维区域全自动四边形网格生成 



 通过分析标架场进行区域分解
 流线: (s) 为标架场 vi (i=1,2,3,4) 上的一条流线，满足

               s, , i[1, 4], (s)vi((s))=0
 奇异点：满足矢量 u(p)=0 的点

 对每一个奇异点 p, 计算所有从  p  流出的流线，最终流线将区域分解为若干个子区域
。
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 结构化方法可用于生成每个子区域的网格

 将整个区域分解为若干个四边形区域，采用超限插值方法生成每个子域的四边
形网格

基于标架场的二维区域全自动四边形网格生成 



 实验结果

海星模型 人模型 斧头模型 树模型 鸭子模型

基于标架场的二维区域全自动四边形网格生成框架



基于标架场的多约束区域全自动分解

 实验结果

自行车模型



方法综述

 输入：三角背景网格及对应的尺寸场约束信息

 输出：满足多个约束的四边形网格

算法流程
 提取尺寸场变化较大的等值线归并入约束线中

 对边界，约束边及等值线进行标架约束

 计算出针对多复杂约束的全局标架场及奇异点

 根据标架场及奇异点划分出满足多复杂约束的拓扑划分

 拓扑结构简化

 使用模板网格生成算法在等值线附近使用模板插入生成网格
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尺寸场等值线分割值计算

 假设                                       为背景网格的尺寸值集合，     为顶点的个数。使用最大
类间方差法可以得到寻找最佳尺寸分割值的公式：
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�1为分割后小尺寸值的均值，�2为分割后大尺寸值的均值，μ为所有尺寸值的均值，

ω1为分割后小尺寸值占据所有尺寸值的概率，ω2为分割后大尺寸值占据所有尺寸值的概率



等值线寻找/光滑

 marching triangle法
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约束标架配置

 由于输入为带约束的三角网格，此处我们给出的所有特征/等值线边的标架配置方法，而不仅
仅局限于边界的配置
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标架场计算

 由于上式右式增加标架范数=1的限制后的方程为非线性方程，具体算法如下

 1：首先解出左侧的线性系统方程，将得到的所有矢量单位化(在进行单位化后J(u)的能量在
奇异点附近必然会上升，因此需要对此解再度优化)

 2：对于第i次的解与第i+1次的迭代求解，我们加入线性约束

目标为能量J的最小化，采用Lagrange乘子法将其转化为线性方程
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离散点量化

假定一条线应被分为ne段，设定一个曲线的参数化，满足

区域线的与尺寸值对应的第 i 个点相关联的参数

原先的只取平均可以看作参数计算为

第i个点的坐标根据参数计算
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分段数计算

 每个区域线计算了初始段数后，根据弦分配，计算所有弦的理想分段数，取平均，统一分段

 段数约束：偏差设置0.25（段数差与最大段数比的阈值），超过阈值不认为这是对边弦
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区域剖分对比
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二维网格结果
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表面结构网格生成
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二维网格结果
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与二维框架的区别

 在三维表面直接进行标架场计算（类似于求解曲面上的PDE）

 为保证鲁棒性及效率（避免流线求交），在流线延伸过程中进行重新网格化

 通过全局整数规划来进行边界分段数计算
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齿轮模型
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鼠标模型



机械模型
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多亏格模型
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飞行器模型
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欢迎参加2023年网格生成及应用研讨会（7.14-7.16 大连）

114




