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绕𝑥轴顺时针旋转30°
𝑥

𝑥′
𝑦′

𝑧′

=

1 0 0
0 cos(30°) sin(30°)
0 −sin(30°) cos(30°)

𝑥
𝑦
𝑧

𝑝
𝑝′

𝑝′ = R𝑝

旋转矩阵

回顾旋转变换
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From NASA
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考虑一个一般的三维线性变换：

𝑝′ = A𝑝, 𝐴 ∈ ℝ3×3

旋转不会改变相对距离：

𝑝′ − 𝑞′ = A 𝑝 − 𝑞 , 𝑝′ − 𝑞′ = 𝑝 − 𝑞

𝑝 𝑞
𝑝′

𝑞′

旋转矩阵

5



考虑一个一般的三维线性变换：

𝑝′ = A𝑝, 𝐴 ∈ ℝ3×3

旋转不会改变相对距离：

𝑝′ − 𝑞′ = A 𝑝 − 𝑞 , 𝑝′ − 𝑞′ = 𝑝 − 𝑞

于是下面的关系对任意的 𝑝, 𝑞 都成立：

𝑝 − 𝑞 TATA 𝑝 − 𝑞 = 𝑝 − 𝑞 T 𝑝 − 𝑞 , ∀𝑝, 𝑞

那么一定有：
ATA = I

也就是说 A 是正交矩阵

旋转矩阵
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随机采样正交矩阵
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正交矩阵⊃旋转矩阵

镜像无法通过旋转得到
A =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1
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旋转矩阵

旋转矩阵是特征值为+1的正交矩阵

RTR = RRT = I, det R = 1

所有特征值为+1的n维正交矩阵集合称为特殊正交群 (Special 
Orthogonal Group)，记为 SO(n)

所以二维旋转矩阵的集合是SO(2)，三维旋转矩阵的集合是SO(3)
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旋转的性质

• 任意两个旋转相乘依然是旋转，并且满足结合律：
R = R2(R1R0) = R2R1 R0

45°

45°

𝑢 = 0.67, 0.67, 0.28 , 𝜃 = 62.8° 10



旋转的性质

• 任意两个旋转相乘依然是旋转，并且满足结合律：
R = R2(R1R0) = R2R1 R0

• 旋转是可逆的：
R−1 = RT

R =
0.094 0.995 0.012
0.995 −0.094 −0.026
0.025 0.015 0.999

RT =
0.094 0.995 0.025
0.995 −0.094 0.015
0.012 −0.026 0.999
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旋转的性质

• 任意两个旋转相乘依然是旋转，并且满足结合律：
R = R2(R1R0) = R2R1 R0

• 旋转是可逆的：
R−1 = RT

• 但是三维旋转不满足交换律：
𝑅1𝑅0 ≠ 𝑅0𝑅1
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𝑥 轴 90° 𝑦 轴 90°

𝑦 轴 90° 𝑥 轴 90°

≠

三维旋转不满足交换律
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三维旋转表示
3D Rotation Representation
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一些现实问题

如何将屏幕空间鼠标的位移映射到相机视角的旋转？

R ← 𝐹 Δ𝑥, Δ𝑦 ?
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一些现实问题

R𝑡 ← 𝐹 R0, R1, 𝑡 ?

如何从关键帧的关节旋转插值出中间旋转？
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一些现实问题

𝜔 → R?

角速度（角动量）与刚体旋转的关系是什么？
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一些现实问题

神经网络如何学习/估计/生成旋转？
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旋转表示
Rotation Representation
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旋转自由度

𝜃

𝜃 ∈ ℝ
DoF = 1

𝑢 ∈ ℝ3, 𝑢 = 1, 𝜃 ∈ ℝ
DoF = 3

𝜃

𝑢
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旋转自由度 (旋转矩阵角度)

R ∈ ℝ2×2

R ∈ ℝ3×3

RTR = I ⟺

RTR = I ⟺

൞

R00
2 + R01

2 = 1

R10
2 + R11

2 = 1
R00R10 + R01R11 = 0

R00
2 + R01

2 + R02
2 = 1

R10
2 + R11

2 + 𝑅12
2 = 1

R20
2 + R21

2 + 𝑅22
2 = 1

R00R10 + R01R11 + R02R12 = 0
R00R20 + R01R21 + R02R22 = 0
R20R10 + R21R11 + R22R12 = 0

DoF = 4 − 3 = 1

DoF = 9 − 6 = 3
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流形 (Manifold)

2维空间中的1维流形

ℝ2

ℝ3

3维空间中的2维流形

ℝ2×2

2维空间中的旋转
R ∈ ℝ2×2, DoF = 1

↓
4维空间中的1维流形

3维空间中的旋转
R ∈ ℝ3×3, DoF = 3

↓
9维空间中的3维流形
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流形 (Manifold)

ℝ2×2

2维空间中的旋转
R ∈ ℝ2×2, DoF = 1

↓
4维空间中的1维流形

3维空间中的旋转
R ∈ ℝ3×3, DoF = 3

↓
9维空间中的3维流形

群 +      流形 =     李群
Group + Manifold = Lie Group
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2维空间中的1维流形

ℝ2

ℝ3

3维空间中的2维流形



旋转插值的流形视角

R0 R1

R𝑡 = 1 − 𝑡 𝑅0 + 𝑡𝑅1

Rotation Manifold

R0
R1R𝑡

R𝑡
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角速度与切空间

𝜔 ∈ ℝ3 ≠
𝑑R

𝑑𝑡
∈ ℝ3×3

但是切空间𝒯𝑥ℳ ≅ ℝ3
𝑣 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡
∈ ℝ3

ℝ3 ℝ3×3
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旋转表示=流形参数化

DoF = 3
欧拉角, 轴角, 四元数, 指数…

ℝ3

ℝ2

R ∈ ℝ3×3
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欧拉角 (Euler Angle)
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旋转与坐标变换

对于旋转前的一个点𝑝，旋转后有两种表示方法：
• 在世界坐标系下的坐标为𝑝𝑤

′

• 在局部坐标系下的坐标为𝑝𝑙
′ = 𝑝 (局部坐标系下点没动)

只在世界坐标系下考虑，有
𝑝𝑤
′ = R𝑝

也可以理解为
𝑝𝑤
′ = R𝑝𝑙

′

表示的是从局部坐标系到世界坐标系的坐标变换
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欧拉角 (Euler Angle)

𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℝ3

𝑥𝑤 = R1𝑥𝑙
1 = R1R2𝑥𝑙

2 = R1R2R3𝑥𝑙
3

R = Z 𝛼 X 𝛽 Z(𝛾)

 

 

 

 

 

 

 

Z 𝛼 =
cos(𝛼) − sin(𝛼) 0
sin(𝛼) cos(𝛼) 0
0 0 1

𝑋 𝛽 =

1 0 0
0 cos(𝛽) −sin(𝛽)
0 sin(𝛽) cos(𝛽)

Z 𝛾 =
cos(𝛾) −sin(𝛾) 0
sin(𝛾) cos(𝛾) 0
0 0 1
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③



欧拉角 (Euler Angle)

可以自由选择三次旋转的顺序：XZX, XYX, XYZ, ZYX…
但是不同旋转顺序结果互不相同：旋转群不满足交换律
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欧拉角 (Euler Angle)

内旋 (intrinsic rotations)

外旋 (extrinsic rotations)

31

作业：内旋表示与外旋表示的关系是什么？



欧拉角 (Euler Angle)

        
         

          

Pitch
Yaw

横滚

俯仰

航向
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欧拉角 (Euler Angle)

Blender
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问题：万向锁 (Gimbal Lock)

当航向 (yaw)轴与俯仰 (pitch)轴平行时，改变横滚角(row)的效果与改变航向角相同
在这个特殊的点上，欧拉角只能调节2个自由度的旋转，有1个自由度被锁住了

→俯仰角等于𝜋/2是一个奇点 (singularity)

34

Lock!



轴角表示 (Axis Angle)

旋转轴：𝑢 ∈ ℝ3, 𝑢 = 1，旋转角度：𝜃 ∈ ℝ

旋转向量：𝜽 = 𝜃𝑢 ∈ ℝ3

𝑢
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轴角表示 (Axis Angle) 𝑢

𝑣𝑟𝑜𝑡 = cos 𝜃 𝑣 + 1 − cos 𝜃 𝑣 ⋅ 𝑢 𝑢 + sin 𝜃 𝑢 × 𝑣

𝑣𝑟𝑜𝑡 = 𝑣 + 1 − cos 𝜃 𝑢 × (𝑢 × 𝑣) + sin 𝜃 𝑢 × 𝑣

𝑣𝑟𝑜𝑡 = 𝑣∥ + 𝑣⊥𝑟𝑜𝑡 = 𝑣 ⋅ 𝑢 𝑢 + 𝑣⊥𝑟𝑜𝑡
𝑣⊥𝑟𝑜𝑡 = cos 𝜃 𝑣⊥ + sin 𝜃 𝑢 × 𝑣⊥
𝑣⊥ = 𝑣 − 𝑣∥ = 𝑣 − 𝑣 ⋅ 𝑢 𝑢

𝑢 × 𝑢 × 𝑣 = 𝑢 ⋅ 𝑣 𝑢 − 𝑣

罗德里格旋转公式
Rodrigues' rotation formula

R(𝑢, 𝜃) = I + 1 − cos 𝜃 𝑢 2 + sin 𝜃 [𝑢]

𝑢 =

0 −𝑢𝑧 𝑢𝑦
𝑢𝑧 0 −𝑢𝑥
−𝑢𝑦 𝑢𝑥 0
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轴角表示 (Axis Angle)

𝑡𝑟 R = 𝑡𝑟 I + 1 − cos 𝜃 𝑡𝑟 𝑢 2 = 3 − 2 1 − cos 𝜃 = 1 + 2 cos 𝜃
𝑢 2𝑣 = 𝑢 × 𝑢 × 𝑣 = 𝑢 ⋅ 𝑣 𝑢 − 𝑢 ⋅ 𝑢 𝑣 = 𝑢𝑢T − I 𝑣

𝑢 2 = 𝑢𝑢T − I
R − RT = 2 sin 𝜃 [𝑢]

R(𝑢, 𝜃) = I + 1 − cos 𝜃 𝑢 2 + sin 𝜃 [𝑢]

𝑢 =

0 −𝑢𝑧 𝑢𝑦
𝑢𝑧 0 −𝑢𝑥
−𝑢𝑦 𝑢𝑥 0

𝑢 =
1

2 sin 𝜃

𝑅21 − 𝑅12
𝑅02 − 𝑅20
𝑅10 − 𝑅01

, 𝜃 = arccos
𝑡𝑟 R − 1

2

R(𝑢, 𝜃)
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指数形式

• 𝑢 2 = 𝑢𝑢T − I, 𝑢 3 = − 𝑢 , 𝑢 4 = − 𝑢 2, 𝑢 5 = 𝑢 ,…

• exp 𝜃 𝑢 = I + 𝜃 𝑢 +
1

2!
𝜃2 𝑢 2 +

1

3!
𝜃3 𝑢 3 +⋯

R 𝑢, 𝜃 = exp(𝜃 𝑢 ) = exp( 𝜽 )

= I + 𝜃 −
1

3!
𝜃3 +

1

5!
𝜃5 −⋯ 𝑢 +

1

2!
𝜃2 −

1

4!
𝜃4 +⋯ 𝑢 2

= I + sin 𝜃 𝑢 + 1 − cos 𝜃 𝑢 2
罗德里格旋转公式

𝑢 =

0 −𝑢𝑧 𝑢𝑦
𝑢𝑧 0 −𝑢𝑥
−𝑢𝑦 𝑢𝑥 0

这当然不是巧合，描述的是从李代数 (Lie Algebra) 到李群的指数映射 (Exponential Map)
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轴角表示插值
ΔR = R1R0

T

(Δ𝜃, Δ𝑢) ← ΔR
𝜃𝑡 = 𝑡Δ𝜃, ΔR𝑡 ← (𝜃𝑡 , Δ𝑢)

R𝑡 = ΔRtR0

𝑡 = 0. 𝑡 = 0.2 𝑡 = 0.5 𝑡 = 0.8 𝑡 = 1.

R1R0
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旋转向量插值

𝜽0 =
3𝜋

2
(1, 0, 0) 𝜽1 =

3𝜋

2
(0, 1, 0)旋转向量插值

𝜽𝑡 = 1 − 𝑡 𝜽0 + 𝑡𝜽1

相对旋转插值
(Δ𝜃, Δ𝑢) ← ΔR

𝜃𝑡 = 𝑡Δ𝜃, ΔR𝑡 ← (𝜃𝑡, Δ𝑢)
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四元数 (Quaternion)

William Rowan Hamilton
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二维旋转

𝑥′
𝑦′

=
cos 𝜃 −sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

𝑥
𝑦

𝑐 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦
𝑐𝑧 = 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 + 𝑖(𝑏𝑥 + 𝑎𝑦)

𝑐 =
𝑎
𝑏

, 𝑧 =
𝑥
𝑦

𝑐 𝑧 =
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

𝑥
𝑦 =

𝑎𝑥 − 𝑏𝑦
𝑏𝑥 + 𝑎𝑦

𝑧′ = cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 𝑧

𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

exp(𝜃[𝑖]) =
1

𝑘!
𝜃𝑘 𝑖 𝑘

𝑖 =
0 −1
1 0

, 𝑖 2 =
−1 0
0 −1

,

𝑖 3 =
0 1
−1 0

, 𝑖 4 =
1 0
0 1

, …
𝑖, 𝑖2 = −1, 𝑖3 = −𝑖, 𝑖4 = 1,…

= cos𝜃 I + sin 𝜃 𝑖

=
cos 𝜃 −sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

矩阵表示 复数表示
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三维旋转

R(𝑢, 𝜃) = I + 1 − cos 𝜃 𝑢 2 + sin 𝜃 [𝑢]
R 𝑢, 𝜃 = exp(𝜃 𝑢 ) = exp( 𝜽 )

矩阵表示

𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘
𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1

四元数表示
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四元数乘法

𝑞1𝑞2 = (𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘)(𝑒 + 𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + h𝑘)

= 𝑎𝑒 − 𝑏𝑓 − 𝑐𝑔 − 𝑑ℎ + 𝑏𝑒 + 𝑎𝑓 − 𝑑𝑔 + 𝑐ℎ 𝑖
+ 𝑐𝑒 + 𝑑𝑓 + 𝑎𝑔 − 𝑏ℎ 𝑗 + 𝑑𝑒 − 𝑐𝑔 + 𝑏𝑔 + 𝑎ℎ 𝑘

𝑞1𝑞2 =

𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎

𝑒
𝑓
𝑔
ℎ
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Graßmann积

• 𝑞1 = 𝑎, 𝒗 , 𝒗 = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘

• 𝑞2 = 𝑒, 𝒖 , 𝒖 = 𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + h𝑘

• 如果 𝑎 = 𝑒 = 0, 又称纯四元数

𝑞1𝑞2 =

𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎

𝑒
𝑓
𝑔
ℎ

=
𝑎 −𝒗T

𝒗 𝑎I + [𝒗]

𝑒
𝒖

𝑢 =

0 −𝑢𝑧 𝑢𝑦
𝑢𝑧 0 −𝑢𝑥
−𝑢𝑦 𝑢𝑥 0

𝑞1𝑞2 = (𝑎𝑒 − 𝒗 ⋅ 𝒖, 𝑎𝒖 + 𝑒𝒗 + 𝒗 × 𝒖)

𝑞1𝑞2 = (−𝒗 ⋅ 𝒖, 𝒗 × 𝒖)

𝑞1𝑞2 ≠ 𝑞2𝑞1
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四元数的逆与共轭

𝑞 =
𝑎 −𝒗T

𝒗 𝑎I + [𝒗]
𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘

𝑞∗ = 𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘

𝑞𝑞∗ = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 𝑞 2

𝑞 = (𝑎, 𝒗)

𝑞∗ = (𝑎,−𝒗) 𝑞∗ =
𝑎 𝒗T

−𝒗 𝑎I − [𝒗]

𝑞𝑞∗ = (𝑎2 + 𝒗 ⋅ 𝒗, 0) 𝑞𝑞∗ =
𝑎2 + 𝒗T𝒗 0

0 𝑎2 + 𝒗T𝒗 I

𝑞−1 =
1

𝑞 2
𝑞∗

对于单位四元数 (Unit Quaternion) 𝑞 = 1，有𝑞−1 = 𝑞∗

矩阵表示分量表示 向量表示

共轭 (Conjugate)
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四元数与旋转

• 𝒗 ∈ ℝ3 → 𝑣 = 0, 𝒗 ∈ ℍ, 𝑞 = 𝑠, 𝒕 ∈ ℍ

• 𝑞𝑣 = −𝒕 ⋅ 𝒗, 𝑠𝒗 + 𝒕 × 𝒗

• 𝑞 = cos 𝜃 , sin 𝜃 𝒖

• 𝑞𝑣 = (− sin 𝜃 𝒖 ⋅ 𝒗, cos 𝜃 𝒗 + sin 𝜃 𝒖 × 𝒗)

𝒗𝑟𝑜𝑡 = cos 𝜃 𝒗 + 1 − cos 𝜃 𝒗 ⋅ 𝒖 𝒖 + sin 𝜃 𝒖 × 𝒗

看起来接近旋转变换，但是少了一项，并且有非零实部

纯虚四元数
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四元数与旋转

• 𝑞 = cos 𝜃 , sin 𝜃 𝒖 是单位四元数，𝑞−1 = 𝑞∗ = cos 𝜃 , − sin 𝜃 𝒖

𝑞𝑣𝑞−1 = 𝑐, 𝑠𝒖 0, 𝒗 𝑐, −𝑠𝒖

= (𝑐, 𝑠𝒖)(𝑠𝒗 ⋅ 𝒖, 𝑐𝒗 − 𝑠𝒗 × 𝒖)

= (𝑐𝑠𝒗 ⋅ 𝒖 − 𝑠𝒖 ⋅ 𝑐𝒗 − 𝑠𝒗 × 𝒖 ,
𝑐2𝒗 − 𝑐𝑠𝒗 × 𝒖 + 𝑠2 𝒗 ⋅ 𝒖 𝒖 + 𝑠𝒖 × 𝑐𝒗 − 𝑠2𝒖 × (𝒗 × 𝒖))

= (0, 𝑐2 − 𝑠2 𝒗 + 2𝑠𝑐𝒖 × 𝒗 + 2𝑠2 𝒖 ⋅ 𝒗 𝒖)

cos 2𝜃 sin 2𝜃 1 − cos 2𝜃

𝒗𝑟𝑜𝑡 = cos 𝜃 𝒗 + sin 𝜃 𝒖 × 𝒗 + 1 − cos 𝜃 𝒗 ⋅ 𝒖 𝒖
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四元数与旋转

𝑣 = 0, 𝒗 , 𝑞 = (cos
1

2
𝜃 , sin

1

2
𝜃 𝒖)

𝑣𝑟𝑜𝑡 = 𝑞𝑣𝑞∗

https://www.bilibili.com/video/BV1SW411y7W1

https://krasjet.github.io/quaternion

为什么需要4自由度的四元数表示旋转？

为什么是两次半角相乘？

…

BV1SW411y7W1
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四元数旋转性质

• 多次旋转 𝑞 = 𝑞𝑛𝑞𝑛−1⋯𝑞1
• 𝑣1 = 𝑞1𝑣𝑞1

∗, 𝑣2 = 𝑞2𝑣1𝑞2
∗ = 𝑞2𝑞1 𝑣 𝑞2𝑞1

∗, ⋯

• 𝑞与−𝑞表示的是相同的旋转
• −𝑞 𝑣 −𝑞 ∗ = 𝑞𝑣𝑞∗

• 指数形式 𝑞 = cos
𝜃

2
, sin

𝜃

2
𝒖 = exp

𝜃

2
𝑢 , 𝑢 = (0, 𝒖)

• 𝑣𝑟𝑜𝑡 = exp
𝜃

2
𝑢 𝑣 exp −

𝜃

2
𝑢

R 𝑢, 𝜃 = exp(𝜃 𝑢 ) = exp( 𝜽 )

𝑢 =

0 −𝑢𝑧 𝑢𝑦
𝑢𝑧 0 −𝑢𝑥
−𝑢𝑦 𝑢𝑥 0
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四元数旋转流形

ℍ

𝑞 = 1

四元数表示的旋转流形：四维空间中的球体

𝑞0

𝑞1

𝑞𝑡
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四元数插值：Nlerp

𝑞𝑡 = Normalize( 1 − 𝑡 𝑞0 + 𝑡𝑞1)

𝑞0

𝑞1
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四元数夹角与旋转角度

• 𝑞0 = 1, 𝟎 , 𝑞1 = cos
1

2
𝜃 , sin

1

2
𝜃 𝒖

• cos𝜑 =
<𝑞0,𝑞1>

𝑞0 𝑞1
= cos

1

2
𝜃

𝜑 =
1

2
𝜃

𝜑𝜃

𝑞0

𝑞1
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四元数插值：Slerp

𝑞𝑡 =
sin( 1 − 𝑡 𝜃)

sin 𝜃
𝑞0 +

sin(𝑡𝜃)

sin 𝜃
𝑞1

𝜃 = arccos( 𝑞0, 𝑞1 )

SlerpNlerp
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最小弧

𝑞0

𝑞1

长弧 短弧

55



总结

• 欧拉角：操作直观，注意规范，有万向锁，不好插值

• 轴角：旋转定义，需要矩阵运算，相对旋转插值

• 四元数：计算效率高，方便组合，方便插值，方便采样，但是理
解不直观
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适合神经网络的旋转表示

• 多义性
• 欧拉角：相差2𝜋的角度表示的是相同

的旋转

• 轴角：(𝑣, 𝜃)表示的旋转与(−𝑣, 𝜋 − 𝜃)
相同

• 四元数：𝑞与−𝑞结果相同

• 不连续
• 假设我们规定角度范围在[0, 2𝜋)，那

么在𝜃 = 0 附近的相似旋转被映射到了
角度范围的两个端点附近
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6D旋转表达

• 网络输出两个3维向量𝑎1, 𝑎2

• 对𝑎1, 𝑎2进行Gram-Schmidt正交化：

൞

𝑏1 = 𝑁 𝑎1
𝑏2 = 𝑁(𝑎2 − 𝑏1 ⋅ 𝑎1 𝑏1)

𝑏3 = 𝑏1 × 𝑏2

• 旋转矩阵 R = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)
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根据具体情况选择

四元数 9D表达
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角速度与旋转
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角速度

ℝ3×3

RTR = I

RT ሶR + ሶRRT = ሶRRT
T
+ ሶRRT = 0

𝜔 = ሶRRT

ሶR = 𝜔 R

𝑥𝑙

𝑥𝑤 = R𝑥𝑙
ሶ𝑥𝑤 = 𝜔 × 𝑥𝑤 = 𝜔 R𝑥𝑙

ሶ𝑥𝑤 = ሶR𝑥𝑙
ሶR = 𝜔 R 局部坐标𝑥𝑙是固定值

𝑢 =

0 −𝑢𝑧 𝑢𝑦
𝑢𝑧 0 −𝑢𝑥
−𝑢𝑦 𝑢𝑥 0

反对称矩阵都可以写
为[𝑢]的形式，此式可
以看成角速度的定义
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世界坐标角速度与局部坐标角速度

𝝎 𝐑𝑢 = RRT𝜔 × R𝑢 = R (RT𝜔) × 𝑢 = 𝐑 𝐑𝐓𝝎 𝑢

ሶR = 𝜔 R = R RT𝜔 = R[𝜔′]

局部坐标系

世界坐标系

世界坐标角速度 局部坐标角速度

62



四元数与角速度

= ሶ𝑞𝑥𝑙𝑞
∗ + ሶ𝑞𝑥𝑙

∗𝑞∗ ∗

= ሶ𝑞𝑥𝑙𝑞
∗ − ሶ𝑞𝑥𝑙𝑞

∗ ∗

= 2 ሶ𝑞𝑥𝑙𝑞
∗

𝑥𝑤 = 𝑞𝑥𝑙𝑞
∗

ሶ𝑥𝑤 = ሶ𝑞𝑥𝑙𝑞
∗ + 𝑞𝑥𝑙 ሶ𝑞

∗ ሶ𝑥𝑤 = 𝜔𝑥𝑤 = 𝜔𝑞𝑥𝑙𝑞
∗ = 𝑞𝜔′𝑥𝑙𝑞

∗

𝑝𝑞 ∗ = 𝑞∗𝑝∗

纯虚四元数𝑡∗ = −𝑡

𝜔𝑥𝑤 = 0,𝝎 0, 𝒙𝑤 = (0,𝝎 × 𝒙𝑤)

ሶ𝑞 =
1

2
𝜔𝑞 =

1

2
𝑞𝜔′

ሶR = 𝝎 R = R RT𝝎 = R[𝝎′]
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